Tema 3: Distribuciones de
Probabilidad Notables:




Distribuciones relacionadas con la normal

e tde Student ¢,: William S. Gosset (Student)
e Chi-cuadrado x2: Karl Pearson

o Fde Fisher F, ,,: Ronald A. Fisher

W. Gosset (1876-1937) K. Pearson (1857-1936) R. Fisher (1890-1962)
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https://es.wikipedia.org/wiki/William_Sealy_Gosset
https://es.wikipedia.org/wiki/Karl_Pearson
https://es.wikipedia.org/wiki/Ronald_Fisher

Distribucion t de Student: .,

Si X y s son, respectivamente, la media y desviacion tipica de una muestra de
n observaciones de una variable X ~ N(u, o) se cumple que:

X —p

s/v/m

~ tn—l

Utilizando la aplicaciéon, podemos encontrar el valor ¢, ,» tal que
P(ty, > tna/2) = /2, de tal forma que:

L
< tn—l,a/2) =1-a

P _tn— o <
< 15 /2 S/\/ﬁ

Ver el trabajo original de Gosset en el que se obtiene la distribucion t
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Distribucion t de Student: .,

Graficamente:

—tn 1,02 th 1,0/2

P (_tn—l,a/2 < — < tn—l,a/2) =1-a
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El resultado anterior puede expresarse también de la forma:

POX?WNSEHMQJL):l—a

NG
Una vez tomados los datos, ya X no es una variable aleatoria sino un valor

fijo, y la expresion anterior suele enunciarse diciendo que:

Con una confianza 1 — «a podemos asegurar que la media poblacional p se
diferencia de la media muestral X en menos det,, /2% unidades

o dicho de otra forma:

Con una confianza 1 — a podemos asegurar que la media poblacional p se

encuentra en el intervalo [X’ + th_1,0/2 %]
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Distribucion Chi-Cuadrado de Pearson: .

Sea s2? la varianza de una muestra de n observaciones de una variable
X ~ N(u, o). Antes de tomar la muestra, s*> es una variable aleatoria y se

cumple que:

Utilizando la aplicacion, podemos encontrar los valores x,,_14/2 ¥ Xn-1,1-a/2
tales que

P(Xn—l > Xn—l,a/2) = O‘/2
P(xn-1> Xn—1,1—a/2) =1-a/2
de tal forma que:

(n —1)s?
P Xn—l,l—a/2 S T S Xn—l,a/2 =1—-«
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Distribucion Chi-Cuadrado de Pearson: .

Graficamente:
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Distribucion Chi-Cuadrado de Pearson: .

La expresion:

(n —1)s?
P Xn—l,l—a/2 < T < Xn—l,a/2 =1—«

puede expresarse de forma equivalente como:

2

2
P Xn-1,1-a/2 < 1 - Xn-1,a/2 PR
(n—1)s2 =~ 02 =~ (n—1)s2

o también, invirtiendo las fracciones:

p<(n—1)82§02<u)1a

2 >
Xn-1,a/2 Xn-1,1-a/2
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Distribucion Chi-Cuadrado de Pearson: .

Una vez tomada la muestra s no es una variable aleatoria, sino un valor fijo.
En este momento, la expresion anterior se interpreta diciendo que:

Con una confianza 1 — a podemos asegurar que la varianza o* de la
poblacion se encuentra en el intervalo:

(n—1)s? (n—1)s?

2 » 3
Xn-1,a/2 Xn-11-a/2
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Distribucion F de Fisher: =, .,

Supongamos que se van a tomar dos muestras aleatorias independientes de
tamarfos respectivos n; y ny, de dos distribuciones normales con varianzas
respectivas o? y o2. Sean s? y s; las varianzas de estas muestras. Antes de

realizar el muestreo s} /s2 es una variable aleatoria que cumple:

s2/s2

1/% g

2 2 ~ nl—l,ng—l
‘71/‘72

de donde se sigue que:

P\ F < —8%/83 < F =
m-1ny—-11-0a/2 S —5 7 5 S Lp—1ny-10/2 | = l-a
01/0y
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Distribucion F de Fisher: =, .,

Graficamente:

2
'ff | w/2
Fr1n.11-a2 Fr10,1,a2
pPlF _s/m g _
ni—lny—11-0/2 = " 5 o = LImy—1ne—la/2 | — l -«
oi/0o;
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Esta expresion también puede escribirse como:

2/ 2
1 oi/o 1
P < ; 22 < =1—«
Fo 11,02 s1/85 ni—1ny—1,1—a/2
0 lo que es lo mismo:
2 /2 2 2 /2
81/ 83 01 81/ 83
P < — = =1—«
Fnl—l,ng—l,a/2 Oy ni—1,ns—1,1—a/2

2

Una vez tomada la muestra, 8—; no es una variable aleatoria sino un valor fijo,
S

2

y el intervalo anterior se interpreta diciendo que:

0'2 .
Con probabilidad 1 — « el cociente — se encuentra comprendido en el
0

intervalo:

s1/s3 s1/53

’
Fnl—l,nz—l,a/Z Fnl—l,n2—1,1—a/2
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Ejemplo

Se ha desarrollado un nuevo pienso para alimentar a peces criados en cultivos
marinos. Para valorar la eficiencia de este pienso se han seleccionado
aleatoriamente 40 alevines de similares caracteristicas, se han pesado, se han
marcado para poder identificarlos y se han devuelto al tanque de cultivo.
Transcurridos seis meses, 1os 40 peces son vueltos a pesar y se anota para cada
uno de ellos el incremento de peso experimentado durante este periodo. Los
incrementos de peso (en gramos) registrados fueron los siguientes:

1226 988 1326 1246 1346 1258 1216 925 1156 1158
1328 988 1277 1242 1141 939 1179 1370 1139 1321
1331 1356 1087 1257 1156 1402 1209 1020 1108 1060
1109 1144 1143 1301 1308 1537 1511 1061 981 1306

e Media: X = 1203.9

e Desviacion tipica: s = 146.91
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Ejemplo

1. Con la informacién aportada por este experimento, ¢en qué intervalo
podemos esperar que se encuentre el incremento medio de peso en la
poblacion de peces? (calcula el intervalo con una confianza del 95%)

El intervalo en este caso es:

146.91

/40

Mediante la aplicacion podemos obtener ¢3¢ 25 = 2.0227, y por tanto:

_ S
[X ity 1a/2 ﬁ] = [1203-9 =+ £39,0.025

146.91
40

= 46.98

139,0.025

Sustituyendo obtenemos el intervalo:

[1156.92, 1250.88]

Por tanto, con una confianza del 95% el incremento medio de peso en la
poblacion de peces esta entre 1156.92 y 1250.88 gramos.
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Ejemplo

2. Con la informacion aportada por este experimento, en qué intervalo
podemos esperar que se encuentre la desviacion tipica del peso en la
poblacion de peces? (calcula el intervalo con una confianza del 95%)

El intervalo a utilizar ahora es:

Y

2 ’ 2

s [ 1)s2 (n— 1)32] B [39.146.912 39 - 146.91°
Xn-1,0/2 Xn-11-a/2

X§9,0.025 X§9,0.975
Mediante la aplicacion obtenemos:

X?2)9,0.025 = 58.12 X§9,0.975 = 23.65
y sustituyendo:

o? € [14482.62, 35591.10]

Tomando raices cuadradas:

o € [120.34, 188.66]
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Ejemplo

3. Se ha realizado un experimento similar con otros 50 peces, utilizando otro
pienso con un mayor contenido en proteinas e hidratos de carbono. En este
segundo experimento la desviacion tipica observada en el incremento de peso
fue de 205.62 gramos. Con esta informacion ¢Contamos con evidencia
suficiente para asegurar que los dos piensos producen distinta variabilidad en
la ganancia en peso de los peces que los consumen?

Para responder a esta pregunta calculamos un intervalo para el cociente de

las varianzas observadas en ambos experimentos:
of s1/53 51/53

DY )
0'% Fnl—l,ng—l,a/Z Fnl—l,nz—l,l—a/2

146.912/205.62% 146.91%/205.62>

b
F39 49.0.025 Fy9 39.0.975

Mediante la aplicacion obtenemos:

F39 490025 = 1.8082  F39490.975 = 0.5416

y sustituyendo:

o} [0.51 0.51

o2 | 1.8082° 0.5416] = 10-28,0.94

2
Oy
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Ejemplo

Como el intervalo obtenido es:

o} 0.51  0.51
o2 ~ | 1.8082 0.5416

] — [0.28,0.94]

podemos estamos "seguros” con un 95% de confianza de que el cociente de
estas varianzas es algun valor entre 0.28 y 0.94, esto es, un valor menor que
1. De esta forma podemos decir (con esa confianza) que el experimento
contiene evidencia suficiente para afirmar que la ganancia de peso con el
pienso 1 presenta menor variabilidad que con el pienso 2.

Por ultimo, sefialemos que si desearamos un intervalo de confianza para el
cociente de desviaciones tipicas, bastaria con tomar raices cuadradas en la

expresion anterior:
01 0.51 0.51 .
o = [\/1.8082’\/0.5416] = 0-53,0.97]

es decir, el valor de o; es entre un 53% y un 97% del valor de o5.
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Teorema Central del Limite: Aplicaciones

El Teorema Central del Limite establece que dada una coleccidon de variables
aleatorias independientes X;, X, ..., X, tales que E[X;] = u; y Var(X;) = o2,
cuando n — oo la distribucion de probabilidad de la suma de estas variables es
aproximadamente normal:

En el caso particular de que todas las X; tengan la misma distribucion, esto es,
E[X;] = py Var(X;) = o2 Vi se tiene que:

ZXi ~ N (n,u, J\/ﬁ)
i=1

18 /27



Aplicaciones del TCL: aproximacion de [a Binomial por
la Normal:

Si X es una variable B (n,p), su valor representa el numero de éxitos en n

experimentos independientes en cada uno de los cuales la probabilidad de
éxito es p.

Si definimos el resultado de cada experimento como:

X; = 0 1_pqu%) (Variable de Bernoulli)
1 p (éxito)

podemos expresar la binomial como suma de variables de Bernoulli:
X=X1+Xo+--+X,
Obsérvese que:
pi=E[Xj]=1-p+0-(1—-p)=p

0? = Var(X;) = E[X?] — (E[X;])* =1* - p+0®- (1 —p) — p* = p(1 — p)
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Aplicaciones del TCL: aproximacion de [a Binomial por
la Normal

Entonces, si el valor de » es grande:

B(n,p) ~ X = iXi A N (n,u, a\/ﬁ) =N (np, \/mp(1 —p))

o En general la aproximacion es razonablemente buena cuando n > 30,
np>5yn(l—p)>5

e Como la normal es continua y la binomial es discreta, en el calculo
aproximado se considera que el valor (discreto) & es equivalente al
intervalo [k — +,k + +]
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Ejemplo:

Si X ~ B(120,0.35), se puede aproximar por

Xy ~ N(120-0.35,/120 - 0.35 - 0.65 = N (42, 5.2249)
Entonces:
e P(X =40) =0.0716 (Valor exacto)

e P(X =40)= P(39.5 < Xy < 40.5) = P(Xy < 40.5) — P(Xy < 39.5) =
= 0.387 — 0.3162 = 0.0709 (Valor aproximado)

e P(X < 40) =0.3905 (Valor exacto)
e P(X <40)= P(Xy <40.5) = 0.387 (Valor aproximado)
e P(X >40) = 0.6811 (Valor exacto)

e P(X >40) = P(Xy > 39.5) = 0.6838 (Valor aproximado)
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Aproximacion de |a Binomial por la Normal

Supongamos que X =~ B(n,p) es el numero de éxitos en n pruebas
independientes; si realizdaramos efectivamente este experimento, p = = serfa
la proporcion observada de éxitos en esas n pruebas. Sin es grande:

X%N(np, np (1 —p))

y por tanto:

ﬁ%xN(ff, nplep))N<p, p(ln—p)>

De aqui se sigue que:
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Aproximacion de |a Binomial por la Normal

Utilizando la distribucién normal N(0, 1), podemos encontrar el valor z,, tal
que:

Szyp | =1—a

De aqui se deduce que la diferencia entre el valor (desconocido) de p y el valor
(observado) p en la muestra cumple:

. p(1—p)
P<pp|§za/z - >1a

Este resultado es aproximado, y solo es valido sin > 30, np > 5y n(1 — p) > 5.
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Aproximacion de |a Binomial por la Normal

La probabilidad anterior puede expresarse también como:

) p(l—p)
P<p—pl<za/2 )—1—a

n

0 lo que es lo mismo:

1-— 1-—
P(%p“p( p)SP—ﬁSQWVp( Zﬁ>_1a
n n

1-— 1-—
P(ﬁ—zam/p( D) < p <tz 2 p)>_1_a

n n

1-— 1-—
P(zae[ﬁ—zam/p( P bt 2agny | 2 p)D—l—a

n n

y de aqui:

esto es,
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Aproximacion de |a Binomial por la Normal

Una vez realizado el experimento, p no es una variable aleatoria, sino un valor
fijo. Podemos decir entonces que tenemos una confianza 1 — « en que el valor
(desconocido) de p cae en el intervalo:

) Ip(1—p) . Ip(1—p \
pc lp_za/Q 7p+za/2 ( )
n n

Ahora bien, este intervalo es poco util en la practica, ya que sus extremos
dependen de p, que es desconocido. Una opcion es sustituirlo por el valor

observado p:
R p(l—p) . p(1—p)
P — 242 T,P + 2q/2 —

(intervalo de Wald) aunque, como es obvio, no podemos garantizar entonces
que se consigue la confianza deseada 1 — a. Por ello no es recomendable
utilizar este intervalo en la practica.
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Aproximacion de |a Binomial por la Normal

En Agresti & Caffo, 2000 se sefiala como la aproximacion del intervalo de Wald
anterior mejora notablemente si se afiaden 4 pseudo-observaciones a la
muestra, 2 éxitos y 2 fracasos. De esta forma:

e N Se sustituye por n = n + 4

e El numero de éxitos X se sustituye por X + 2. Por tanto la proporcion

observada de €xitos p se sustituye por j = >~

e Elintervalo ajustado para p (intervalo de Agresti-Coull) es entonces:

. pa-p) o [5(-p)
p Ol/2 ﬁ 7p a/2 ’ﬁ
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Ejemplo

Se desea conocer la proporcion de hembras en una poblacion de peces. Con
este fin se obtiene una muestra de 200 peces elegidos aleatoriamente en esta
poblacién. En la muestra 140 peces son hembras. ¢Cual es la proporcion de
hembras en esa poblacion?

La proporcion de hembras en la muestra es ;‘018 = 0.7 =2 70%. Para evaluar el

margen de error con que la proporcion de hembras en la poblacion se
aproxima a este valor calculamos el intervalo de Agresti-Coull:

e n=200+44

142
182 — 0.6961

°* D
[ — Za/2 \/ 2 ,D + o2

] [0.6961 + 1.96 - 0.0322] =

— [0.633,0.759]

Por tanto a partir de estos datos podemos tener una confianza aproximada del
95% en que la proporcion de hembras en la poblacion es un valor
comprendido entre el 63.3% y el 75.9%.
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