Estadistica

srado en Ciencias




Fenomenos deterministas vs.
fenomenos aleatorios.



Dejamos caer un cuerpo desde una altura h. ;Cuanto tiempo tarda en
llegar al suelo?

Se aplica una fuerza F' sobre un cuerpo de masa m. ;Qué aceleracién
experimenta ese cuerpo?

Se lanza al aire una moneda con dos caras ¢Cudl sera el resultado?
Encendemos una lampara. {Cuanto durara antes de fundirse?
Tiramos un dado. ;Cudl es el numero que va a salir?

Lanzamos al aire una moneda no trucada. ¢Cual sera el resultado?

Comenzamos la descarga de un archivo desde un servidor remoto ¢Se
interrumpira la descarga?

Comenzamos la descarga de un archivo desde un servidor remoto
¢Cuanto durara la descarga?
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Fenomenos deterministas.

Son aquellos cuyo resultado puede predecirse exactamente.

» Tiempo que tarda un objeto en
llegar al suelo cuando se deja
caer desde una altura h

conocida: t = 4/ %

» Aceleracion que experimenta un

cuerpo de masa m al aplicarle

una fuerza F'; a = %

e Resultado del lanzamiento de una moneda con dos caras: Cara
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Fenomenos aleatorios.

Son aquellos cuyo resultado no puede predecirse exactamente.
e Duracion de una lampara.

Numero obtenido al lanzar un dado

La descarga del archivo se interrumpe o no.

Tiempo que se tarda en descargar un archivo de internet

Resultado obtenido al lanzar la moneda (Cara o Cruz)
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;Medir el azar?

« Aunque un fenomeno sea aleatorio en muchas ocasiones podemos tener

la certeza de que es mas facil que se produzcan unos resultados que otros.

Por ejemplo: con los ojos cerrados
revolvemos la urna de la imagen y
sacamos una bola. ¢A qué resultado
apostariamos, a que sale bola azul,
verde o roja?

e ¢Como podemos medir cuantitativamente el grado de certeza que
podemos tener a priori de que va a salir una bola azul, verde o roja?

PROBABILIDAD
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Antes de definir el concepto de
probabilidad...
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Espacio muestral asociado a un fenomeno aleatorio

Conjunto de todos los posibles resultados elementales que puede presentar
el fenomeno.

Ejemplos:

Lanzamiento de un dado al azar. 2 = {1,2,3,4,5,6}

Extraer una bola de una urna que contiene 5 bolas blancas y 3 negras
Q= {bl, bz, b3, b4, b5, ni, n2, n3}

Lanzar dos veces consecutivas un dado 2 = {(¢,j) : 4,7=1,...,6}

Extraer dos bolas al azar sin reemplazamiento de la urna con 5 bolas
blancas y 3 negras {2 = Todas las parejas de bolas posibles =

{(b1,b2), (b1,b3) , (b1,b4) , (b1,b5) , (b1, 1) , (b1,m2) , (b1,m3),
(b2,03) , (b2, b4) , (b2, b5) , (b2, m1) , (b2, m2) , (b2, m3) , (b3, ba) ,
(b3v b5) J (b37 nl) J (b37 n2) ] (b37 ??,3) J (b47 b5) ) (b47 nl) ) (b4a n2) )
(b47 n3) J (b57 nl) J (b57 n2) ) (b5a n3) J (n17 n2) ) (nla n3) ) (n27 n3)} 8/29



Espacio muestral asociado a un fenomeno aleatorio

Ejemplos:

e Duracion de un temporal:
Q=R"
« Numero de hembras en una muestra aleatoria de n peces
Q=1{0,1,2,...,n}
e Ganancia de peso (en kg) en un ejemplar de tilapia obtenido en cultivo.

Q= [0, 00)

9/29



Sucesos

Un suceso es cualquier resultado (no necesariamente elemental) de un
fendmeno aleatorio. Los sucesos son por tanto, subconjuntos del espacio
muestral 2.

Algunos sucesos de particular interés:
« Suceso seguro: es el que contiene todos los posibles resultados {2

e Suceso imposible: es el que no contiene ninguno de los posibles
resultados; se denota con el simbolo del conjunto vacio &

e Suceso contrario: Dado un suceso A, el contrario AC, esta formado por
todos los resultados de {2 que no pertenecen a A.
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Sucesos

e Inclusion de sucesos: Un suceso A esta incluido o contenido en otro B,
A C B, sisiempre que ocurre A, ocurre también B

e Union: La union de dos sucesos A y B es otro suceso que se representa por
A U By que consiste en la ocurrencia de al menos uno de los dos sucesos.

« Interseccion: La interseccion de dos sucesos Ay B es otro suceso que se
representa por A N By que consiste en la ocurrencia simultanea de
ambos sucesos.
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Ejercicio
Considérese el fenomeno aleatorio consistente en lanzar un dado

e Suceso seguro:

A = Obtener ntimero par:

Contrario de A:

B = Obtener niimero mayor que dos:
AUB =7
ANB="7
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Ejercicio
Considérese el fenomeno aleatorio consistente en lanzar un dado

e Suceso seguro: ) = {1,2,3,4,5,6}

A = Obtener numero par = {2,4,6}

Contrario de A: A¢ = {1,3,5}

B = Obtener niimero mayor que dos = {3,4,5,6}

AUB=1{2,3,4,5,6}

ANB={4,6}
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Diagramas de Venn

Las operaciones con sucesos pueden representarse, igual que en teoria de
conjuntos, mediante diagramas de Venn:

A=1{24,6}, B=1{3,4,5,6)}
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Sucesos

Incompatibilidad de sucesos

Dos sucesos Ay B se dicen incompatibles si no pueden ocurrir
simultineamente: AN B =0

Sistema completo de sucesos

Los sucesos Ay, ..., A, forman un sistema completo si:

1.A=4,U...UA4,
2. A;NA; =@, parai # j
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Algebra de sucesos

Sea (2 el espacio muestral asociado a un fenémeno aleatorio, y sea {§ una
coleccién de sucesos de (2. El conjunto § es un algebra de sucesos si verifica:

1.Qe§
2.5i A € § entonces A¢ € §
3.SiA,B € Fentonces AUB € §

Interpretacion intuitiva

De un modo intuitivo, un algebra de sucesos asociada a un fenomeno aleatorio
es una coleccion de sucesos (simples y compuestos) que cumplen las reglas
anteriores. El cumplimiento de estas reglas es necesario para poder definir
adecuadamente una medida de probabilidad sobre estos sucesos.
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Probabilidad




Medidas de probabilidad

Definicion intuitiva: La probabilidad de un suceso es una medida de
cuantificaciéon de la verosimilitud de su ocurrencia

;C0mo asignar valores de probabilidad a los sucesos de un espacio
muestral?

Tres criterios:

e Probabilidad exacta
e Probabilidad frecuentista

« Probabilidad subjetiva
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Definicion axiomatica de probabilidad

Sean:

« (2 el espacio muestral asociado a un fenémeno aleatorio
« § un algebra de sucesos sobre 2

Una medida de probabilidad es una funcién definida sobre § que satisface
los siguientes axiomas:

1.0<Pr(4) <1 VAec3F}
2.Pr(Q) =1
3.5iA,B € §y AN B = @, entonces:
Pr(AUB) =Pr(A) + Pr(B)

La terna (€2, §, Pr) se llama espacio de probabilidad
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Algunas propiedades de |a Probabilidad

1.Pr(@) =0

1.Pr (A% =1—-Pr(4)

1.Si A C B, entonces Pr (4) < Pr(B)
1.Pr(AUB) =Pr(A)+Pr(B)—Pr(AN B)
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(3lculo de probabilidades: Regla de Laplace

[Pierre Simon de Laplace en Wikipedia]

Sea {2 un espacio muestral finito en
el que todos sus resultados son
equiprobables.

Por tanto, si # (2) = N, la

probabilidad de cada suceso

elemental es %

Si consideramos un suceso A tal que
# (A) = r, entonces:

Pr(A) — B Casos Favorables a A
r(4) = N Casos Posibles
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https://es.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace

Ejemplo de aplicacion de [a Regla de Laplace

De una urna que contiene 5 bolas blancas y 3 negras se extraen 2 bolas,
consecutivamente y sin reemplazamiento.

El espacio muestral €2 esta formado por todas las variaciones de las 8 bolas
que hay en la urna tomadas 2 a 2, lo que significa que # (2) = 8 - 7 = 56.

Entonces:
e Pr(Ambas blancas) = Pr (BN B) = #;B(gf) = %—g = 0.357
 Pr(Primera blanca y segunda negra) = Pr (BN N) = #f(gj)v) = % = 0.268

e Pr(Una blanca y otra negra) = Pr (BN N)+Pr(NNB) =

_ #(BON)+#(NNB) _ 53+35 _
= PO = —5— = 0.536
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Probabilidad condicionada

Un suceso A contiene informacidén de otro suceso B, cuando la ocurrencia o
no de A modifica la probabilidad de B.

Ejemplos:

« Selanza un dado dos veces: si la primera vez sale un 2 ¢ello nos da alguna
informacion sobre lo que saldra la segunda vez?

 En una urna hay dos bolas blancas y una negra. Se sacan dos bolas,
sucesivamente y sin reemplazamiento. ;Informa el color de la primera
bola sobre el color de la segunda?
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Probabilidad condicionada

Se define la probabilidad del suceso B condicionado por el suceso A como:

Pr(AN B)
Pr(A)

Pr(B|A) =

Regla multiplicativa

De la definicion de probabilidad condicionada se sigue que:
Pr(ANB)=Pr(A)Pr(B| A)
y también:

Pr(ANBNC)=Pr(A)Pr(B|A)Pr(C|ANB)
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Algunas propiedades:

. Pr(Q]A) =1

« SiBNC =@, entoncesPr(BUC | A) =Pr(B|A)+Pr(C|A)
Ejercicio

Una urna contiene 10 bolas blancas, 10 rojas y 10 verdes. Se extraen dos bolas.
Calcular la probabilidad de que la primera sea roja y la segunda verde
cuando:

(a) La primera bola se reintroduce en la urna antes de extraer la segunda.

(b) La primera bola se deja fuera de la urna antes de extraer la segunda.
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Independencia de sucesos

Un suceso B es independiente de A cuando A no contiene informacion sobre
B, esto es:

Pr(B| A) = Pr(B)
Si B es independiente de A, entonces A es independiente de B:

Pr (AN B) _ Pr(A)Pr(BJ|A) Pr(A4)Pr(B)

Pr{dlB) = =55 Pr(B) __ Pr(B)

= Pr(A4)

Por tanto A y B se dicen mutuamente independientes o simplemente
independientes.

De la definicion de probabilidad condicionada se sigue que los sucesos Ay B
son independientes, siy solo si:

Pr(ANB) =Pr(A)Pr(B)
Esta ultima probabilidad se puede generalizar a n sucesos independientes:

Pr(AiNA;nN---NA,) =Pr(4;)Pr(4;).---Pr(4,)
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Teorema de la probabilidad total.

Sea {Ai,...A,} un sistema completo de sucesos definido sobre un espacio

muestral {2, y sea B un suceso arbitrario de 2. El teorema de la
probabilidad total especifica que:

Pr(B) = » Pr(B|A4;)Pr(4;)

7=1
Demostracion:
B=(AiNB)U---U(A4,N B)

Como los sucesos (A; N B) son incompatibles dos a dos, se tiene que:

Pr(B) = Zn:Pr (A; N B) = zn:Pr (B | A;)Pr(4;)

=1
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Teorema de Bayes

Sea {Ai,...A,} un sistema

completo de sucesos definido sobre
un espacio muestral 2, y sea B un
suceso arbitrario de (2. Entonces:

PI‘(AZ | B) _ Pr (B I‘);‘l(z)B];)I‘ (Az) _

_ Pr (B[ 4;) Pr(4;)
X Pr(B | A4))Pr(4))

Thomas Bayes en Wikipedia
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https://es.wikipedia.org/wiki/Thomas_Bayes

Ejercicio: aplicacion del teorema de Bayes

Considérense tres urnas con la siguiente composicion de bolas blancas y
negras:

« U; contiene tres bolas blancas y dos negras,

« U, cuatro blancas y dos negras y

« Us una blanca y cuatro negras.
Se selecciona una urna al azar y seguidamente una bola de la urna elegida.
a. Hallar la probabilidad de que la bola seleccionada sea blanca.

b. Probabilidad de que haya sido elegida la segunda urna supuesto que la bola
extraida fue blanca.
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