Tema 2: Variables
Aleatorias




1. Variables Aleatorias




Variables Aleatorias

Llamamos variable aleatoria a cualquier magnitud X cuyos valores son
numeros reales que dependen del azar.

Ejemplos

e [.a duracion de una borrasca

« El numero de mensajes de WhatsApp que recibe una persona en un dia
arbitrario.

 El namero de nidos de tortuga en una playa.
 [La suma de valores obtenidos en dos tiradas sucesivas de un dado.

» El peso total de las capturas de atunes realizadas por un pesquero en un
dia arbitrario.
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Variables Aleatorias

Formalmente, dado un espacio de probabilidad (2, F, P), una variable
aleatoria X es cualquier funcion de la forma:

X: Q — R
weERQ S Xw)=reR

esto es, una funcion que a los elementos del azar les asigna numeros reales.

Ejemplo

Si observamos el resultado del lanzamiento de un dado tenemos que:
Q=-{08 688 68}
X(@)=1 x(®)=2 Xx(8)=3

X(B)=4 X(B)=5 X(B)=6
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O, de una manera mas grafica:
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2. Funcion de distribucion de probabilidad de
una variable aleatoria.




Funcidn de distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria.

Cuando estudiamos una variable aleatoria, la primera cuestion de interes es
como se reparte (como se distribuye) la probabilidad entre los distintos
valores que puede tomar dicha variable. Como respuesta a esta cuestion se
define la funcion de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
como:

Fx)= Pr(X<x) : x€eR
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

X="Puntuacion obtenida al lanzar un

o dado”
0EGEEM 1 :
R F(1) = P(X < 1) = <F(2) = P(X £ 2) = ~F(3) = P}
| II III III III III
| | | I I |
|
| x
|I || || |I II I|
____________ BRI
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

La funcion de distribucion es escalonada no decreciente y la probabilidad se

concentra en los puntos de salto.

—P{X < x)

Fix)

1_

4

Funcion de distribucion del resultado de lanzar un dado

]

i : 3 1
X

P[X =a] =F(a) - F(a—-)
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Ejemplo: lugar donde se produce una averia en una carretera

Se considera un tramo recto y llano de carretera de 6 km de longitud en el que
se ha instalado un sistema de control. Sea X el punto kilométrico de este tramo
donde se registra la primera parada por averia de un coche desde que se
instalo el sistema. Suponiendo que no hay ninguna razon para pensar que sea
mas probable que las averias se produzcan en un sitio u otro de la carretera,
¢Cual seria la funcion de distribucién de X?
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Para determinar la forma de F(x) podemos considerar que:

El primer coche en averiarse en este tramo se parara entre el km 0 y el km
6; asi pues, X € [0, 6] y por tanto:

o F(0)=P(X<0)=0
o F(6)=P(X<6)=1

Como las averias son equiprobables en cualquier lugar de la carretera,
podemos razonar que:

o La probabilidad de que se produzca la averia antes del km 3 es la

1
mitad: P(X < 3) = 5

La probabilidad de que se produzca la averia antes del km 2 (tercera

1
parte del tramo) es P(X < 2) = S

En general, la probabilidad de que se produzca antes del km k es:

k
P(X <k =

Por tanto:
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Propiedades de la funcion de distribucion de una
variable aleatoria.

Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion de probabilidad F(t)

La funcion F(t) = P[X < t] verifica las siguientes propiedades:
e Limt- -ooF(t) =0
o Limt— oF(t) = 1

e F(t) es una funcion no decreciente
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Propiedades de la funcion de distribucion de una
variable aleatoria.

¢Como podemos calcular la probabilidad siguiente?
Pla < X < b]
Tengamos en cuenta que:
e {X<b}={X<a}lu{a<X<b}
e {X<a}n{a<X<b}=0
Por tanto:
P[X < b] =P[X < a] + Pla < X < b]

F(b) = F(a) + Pla < X < b]

Pla < X < b] = F(b) - F(a)
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3. Clasificacion de variables aleatorias




\ariables aleatorias discretas.

Una variable aleatoria X se dice discreta cuando el conjunto de valores que
puede tomar es finito o numerable.

Ejemplos:

El resultado del lanzamiento de un dado

La suma de resultados de dos lanzamientos sucesivos de un dado

El numero de nidos de tortuga en una playa

El niumero de borrascas que ocurren durante un tiempo ¢ en una region
ocednica.
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\ariables aleatorias discretas.

Llamamos funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X a la
funcion:

pt)=PX=1t): teT

siendo T el conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria X. La
funcion de probabilidad cumple que:

YitetP(X=1)=1

Ademas:

Pla<X<b)=F(b)-Fa)= ), PX=t

a<t<b
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\ariables aleatorias continuas.

Una variable aleatoria X se dice continua siy solo si su funcion de
distribucion F(t) es continua. Ello implica que X toma valores en un rango
continuo.

Ejemplos:

La duracion de una borrasca.

La distancia entre nidos de tortuga en una playa.

El peso total de las capturas de atunes realizada por un barco durante
una jornada de pesca.

El lugar en una carretera en que se produce la averia de un coche.
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Distribuciones de probabilidad continuas

La funcion de distribucion de una variable aleatoria continua es no
decreciente (la funcion de probabilidad F(x) = P(X < x) es acumulativa y por
tanto no puede decrecer).

Ejemplo:

Lugar donde se produce una averia en un una carretera.

=P{X <)

Fix)
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Distribuciones de probabilidad continuas

En muchas aplicaciones practicas F(x) es una funcién "suave":

1_

—P{X < x)

Fix)

10 15
X

En general para las distribuciones continuas:

P[X=a]=0
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Distribuciones de probabilidad continuas

Recordemos que (tanto si la variable es discreta como si es continua):
P(a < X < b) = F(b) — F(a)

En el ejemplo anterior:

P(5 < X < 9) = F(9) - F(5) = (1 —e” (9/8)2) - (1 —e” (5/8)2) = 0.7179 - 0.3234 = 0.3945

F(i)=1-e*F

=P(X £ x)

Fix)

__________________________
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4. Funcion de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria continua.




Funcion de densidad de probabilidad

Recordemos nuevamente que:
P(a < X <b) = F(b) - F(a)
Entonces, para un valor h cualquiera:
Pla<X<a+h)=F(a+h)-F(a)

Si dividimos por h obtenemos la cantidad de probabilidad en un entorno de a de
amplitud h:

Pla<X<a+h) F(a+h)-F(a)
h B h

y tomando limite cuando h tiende a 0, obtenemos la densidad de
probabilidad en el punto a:

Pla<X<a+h) F(a + h) — F(a)
fla) = limh -0 = limh - 0 =

h h I
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Funcion de densidad de probabilidad

Por tanto:
Fm:Pquoiﬁgw-ﬁzteR

Obviamente, la funcién de densidad f(x) habra de ser una funcion no negativa
que cumpla:

ffwﬂo-dt=1

ya que

fojoof(t)'dtzp(—oongoo):l
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Ejemplo:

X="Lugar donde se para un coche por averia en una carretera de 6 km"

Funcién de distribucion:

X
F(x) = 6’ x € [0, 6]

Funcion de densidad:

Fix)=P{X < x)

fix)
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Ejemplo:

e Funcion de distribucion:

F)=1-e /B yr>0

PIX<t)

=T~ T T |
kha = @
1 ] I i

Fit

e Funcion de densidad:

-P{X<1)

Fit)
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Propiedades de la funcion de densidad de probabilidad

[1.] Sea X una variable aleatoria y sea f(x) su funcion de densidad de
probabilidad. Entonces:

P(a < X < b) :Jl;f(x) . dx

Demostracion:

P(a< X <b)=F(b)-F(a) =

= [0 f00 - dx = [0 - dx = [f) - dx
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Propiedades de la funcion de densidad de probabilidad

[1.] Sea X una variable aleatoria y sea f(x) su funcion de densidad de
probabilidad. Entonces:

P(a < X < b) :ﬁ:f(x)-dx

Interpretacion geométrica: la probabilidad de que la
variable X tome valores entre a y b es el area bajo la
funcion de densidad de X entre esos dos puntos.
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Ejemplo

t
ft) = 3—2e‘(”8)2: Vi >0

9
PG<X<9 = ff(t) - dt = 0.3945
5

\
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5. Caracteristicas de las distribuciones de
probabilidad




Caracteristicas de las distribuciones de probabilidad

En esta seccion describiremos una serie de medidas que tienen como objetivo
resumir las caracteristicas principales de la distribucion de una variable
aleatoria:

e Valor central: esperanza.

e Dispersion: varianzay
desviacion tipica.

e Posicion: cuantiles.

Fit)=P(X<1)
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- Valor central: Esperanza



Esperanza matematica

Objetivo: Resumir la variable aleatoria X en un valor central representativo
de la totalidad de su distribucion de probabilidad.

Ejemplo:

X Probabilidad

W N

0.15
0.25
0.40
0.20

Probabilidad

[=]
[

05-

04-

(=]
(5]
'

01=

00
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Esperanza matematica

Objetivo: Resumir la variable aleatoria X en un valor central representativo
de la totalidad de su distribucion de probabilidad.

Ejemplo:

04-

X Probabilidad

(=]
(5]
'

1 0.15 g

2 0.25 §
3 0.40
4 0.20

00

Usando la analogia entre probabilidad y masa, la esperanza p = E[X] de una
variable aleatoria se corresponde con el centro de gravedad de su distribu-
cion de probabilidad:

E[X]=1-015+2.0.25+3-04+4-0.2 =265
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Esperanza matematica

Sea X una variable aleatoria discreta. Se define la esperanza de X como:

E[X]= ), t- Pr(X=10
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Ejemplo: suma de resultados de dos lanzamientos sucesivos de un dado

X Probabilidad

© 0 N o ok w N

= R R
N = O

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

Probabilidad

020~
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Ejemplo: suma de resultados de dos lanzamientos sucesivos de un dado

X Probabilidad

020~

2 1/36
3 2/36
4 3/36
5 4/36
6 5/36
7 6/36
8 5/36
9 4/36
10 3/36
11 2/36
12 1/36
1 2 3 4 5
E[X]=2-—+3-—+4.—+5. —+6. — +
36 36 36 36 36
6 5 4 3 2 1
+7.—+8.-—+9. —+10- —+11.- —+12. — =7
36 36 36 36 36 36
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Esperanza matematica

Sea X una variable aleatoria continua. Se define la esperanza de X como:

E[X] = f’_" (ot
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Ejemplo

« Ellugar en una carretera en que se produce la averia de un coche.

0<x<6

D=

flx) =

fix)
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Ejemplo

« Ellugar en una carretera en que se produce la averia de un coche.

0<x<6

D=

flx) =

fix)

39/59



Ejemplo:

Una empresa de software ha desarrollado un programa para generar fondos
de pantalla animados. Uno de los modelos de fondo consiste en la generacion
de circulos de radio y color aleatorios que se van moviendo al azar por la
pantalla. El radio X de cada circulo es una variable aleatoria que toma valores
entre 1y 5 cm con funciéon de densidad:

A -x)(x-5) 1<x<5
fx) = {0 en otro caso

1. Calcula la probabilidad de que el programa genere un circulo de radio
mayor que 3 cm.

2. Calcula E[X] (valor esperado del radio de un circulo generado al azar por
el programa)
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Ejemplo:

En primer lugar hemos de calcular el valor de A de tal forma que la
probabilidad total de que el radio de un circulo elegido al azar esté entre 1y 5

cm. sea 1:

| fogdy =1 = ﬁ)\x(l ~X)(x-5)dx =1 = )\ﬁ(—x3 +6x2 - 5x)dx =1

. X 63 52 1 A[375 9 ] e r et
-_ - — = _— = |- — = . = = —
“HNTT T T = = R
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Ejemplo:

1. Calcula la probabilidad de que el programa genere un circulo de radio
mayor que 3 cm.

1
P(X>3)=PB<X<5)= J‘;ix(l — X)(x - 5)dx =

= — =0.625

"3l 12] 32 s

1[ X 6x3 5x2]5 17375 13517 20 5
X, o _
43 2,
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Ejemplo:

Graficamente:

ix)
i

1
ix(l—x)(X_S) Lsx=5s

f(x) =
0 en otro caso
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Ejemplo:

2. Calcula E[X] (valor esperado del radio de un circulo generado al azar por el
programa)

Se tiene:

5 51 1 s
E[X] = fle(x)dx = fl 3_2X2(1 = X)(x — 5)dx = ij'l(—x‘1 + 6x3 - 5x2)dx =

T - = 3.26667
32 15 o

5 4 3

1[}(5 6x* 5x35 49
1
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Primera propiedad de linealidad de |a esperanza

Sea A una constante y X una variable aleatoria. Entonces

E[A - X] = A - E[X]

Demostracion. (caso discreto)

EAX]= ) At- Pr(X=10=2A).t- Pr(X=1t) = AE[X]
t t

Demostracion. (caso continuo)

E[AX] = ﬁ)\t - () = )\ﬁt - f(t) = AE[X]
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sion: Varianza y Desviacion tipica
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Dispersion de variables aleatorias (Varianza)

Para una variable aleatoria X con esperanza y, la varianza o2 se define como:

1.5-

0.0-

ZA™

o2 = var(X) = E[(X - p)2]

g=1

/\ —firs

47 [ 59



Dispersion de variables aleatorias (Varianza)

Para una variable aleatoria X con esperanza y, la varianza o2 se define como:

o2 = var(X) = E[(X - p)2]

Por tanto:

e Cuanto mayor sea la varianza mas dispersos (alejados del centro de
gravedad o esperanza) se encuentran los valores que puede tomar la
variable aleatoria.

 Una menor varianza supone una mayor concentracion de la distribucion
alrededor de su centro de gravedad.
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Ejemplo: suma de resultados de dos lanzamientos sucesivos de un dado

X Probabilidad

0.20-

2 1/36
3 2/36
4 3/36
e 4/36
6 5/36
7 6/36 E ]
8 5/36 E
9 4/36
10 3/36
11 2/36
12 1/36 a 10 1 12
12
_ 21 — 2 _ _
Var(X) = E[(X - p?| = 2. (x = ?P(xX = x) =
k=2

= ( )36( )36( )36( )36( )36( )36
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. Lugar de una carretera en que se produce la averia de un coche.

Ejemplo

IN
~
IN
(@)

fx) =~ 0

D

f(x)

1
Var(X) = E[ X~ )2 | = [(x ~ ife0dx = [o(x — 3)2cdx =

1
6

6

6
[@—3?] _glm—3f_(0—$3]:1@z+§):3
3, 3 3 6

50/59



Desviacion Tipica

La desviacion tipica se define como:

o = sd(X) = /var(X)

Como medida de dispersion, ¢ tiene la ventaja de que se mide en la misma
escala (mismas unidades de medida) que la variable X.
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Interpretacion de la Varianza: Desigualdad de Chebyshev

1
POX il < ko) 2 1= 5

Esta desigualdad indica que la
probabilidad de que la variable X
tome valores entre su esperanza py
k veces su desviacion tipica o es al

menos 1 - 1/k%. En particular:
P(X - p| < 20) > 0.75

P(X - p| < 30) > 0.8889

Pafnuty Chebyshev (1821-1894) P(IX — p| < 40) = 0.9375

Asi, conocidas p y o esta desigualdad nos da una idea del rango en que se
mueven los valores mas probables de la variable aleatoria X.

Demostracion de la desigualdad de Chebyshev
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Propiedades de la Varianza

var(AX) = A%var(X)

Demostracion: Llamando p = E[X], por la propiedad de linealidad de la
esperanza, se tiene que E[AX] = Au. Utilizando entonces la definicion de
varianza:

var(AX) = E [(AX - E[AX])Z] = E[(AX - A,,,)2] =
= E[)\Z(X— IJ)Z] — )\2E[(X— IJ)2] —

= Avar(X)
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Propiedades de la Varianza

var(X) = E[Xz] - E[X]? = E[X?] - p?

Demostracion:

var(X) = E[(X — u)z] = E[X2 — 2uX + yz]

e En el caso discreto:

E[X2 - 2;1X+p2] = Z (x2 — 2ux +;12)P(X =X) =
X

= ZX2P(X =X) - ZnyP(X = X) +/,122P(X =X) =

X X X

E[Xz] — ol + 2 = E[XZ] .
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Propiedades de la Varianza

var(X) = E[Xz] - E[X]? = E[X?] - p?

Demostracion:
var(X) = E[(X - u)z] = E[X2 — 2uX + yz]
e En el caso continuo:
E[XZ — X+ u2] = fx(xz —ux + yz)f(x)dx =
= [ f)dx = 2p[ xfx)dx + [ f(x)dx
= E[Xz] — 2uE[X] + p? = E[XZ] -
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Ejemplo:

Recordemos que en el problema del programa generador de circulos de radio
aleatorio, el radio X de cada circulo es una variable aleatoria con funcion de
densidad:

) 3—12x(1—x)(x—5) 1<x<5
X) =

0 en otro caso

Entonces:

E[Xz] = ﬁxzf(x)dx = J'i3i2x3(1 - X)(x — 5)dx = SLZﬁ(_XS + 6x4 - 5x3)dx

32

1[54(—250+360—75) (—10+72—75)] 21888 684 57

= = =— =114
60 60 32-60 60 5



- Posicion; Cuantiles



Cuantiles

El a-ésimo cuantil de una variable aleatoria X es el valor q, que verifica:

F(q,) =PX <qy) =«

siempre y cuando esta ecuacion tenga solucion.

WS
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Cuantiles

Algunos cuantiles de uso muy extendido son los siguientes:

* g5 Se denomina mediana de la distribucion de probabilidad.
* o5 Primer cuartil
* g, Tercer cuartil

* 401> 90.02 90.03 -+ 90.98 90.99 SON l0s percentiles de la distribucion
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