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Tema 3. ESTIMACION Y CONTRASTE DE HIPOTESIS.

3.1. INTRODUCCION

Dentro del ambito de problemas que se contemplan en la Gestidn Costera, es frecuente encontrarse
con la cuestion de cudl es el valor de los parametros que caracterizan aquello que se esta estudiando:
concentracion de contaminantes en un vertido; nimero de turistas que visitan anualmente un resort,
trafico de mercancias en un puerto; riesgo de ocurrencia de una catastrofe; etc. En general podemos
suponer que las variables que se observan pueden describirse mediante una distribucion de
probabilidad conocida (normal, binomial, etc.), debiendo darse respuesta a la cuestion de cuales son
los valores de los parametros que definen dicha distribucion.

En este contexto, la poblacion que se considera es en general el conjunto de fodos los sujetos u objetos
sobre los que interesa medir la variable en estudio. Una muestra de tamafio n de esta poblacion es un
conjunto de n observaciones escogidas al azar de la poblacion.

Para estimar un parametro es preciso disponer de un estimador. Un estimador es una funcion que,
evaluada sobre la muestra, proporciona valores que se aproximan de algin modo al parametro
desconocido. El estimador es puntual si nos proporciona un unico valor para el parametro
desconocido; el estimador es por intervalo si nos proporciona un intervalo dentro del cual podemos
confiar en que se encuentra el parametro. Es importante observar que un estimador es una variable
aleatoria, ya que en cada muestra el estimador tomara un valor que puede ser distinto del que toma en
otras muestras diferentes. No debe confundirse la funcion (estimador) con el valor que toma en cada
muestra (valor estimado).

3.2. INFERENCIA ESTADISTICA: ESTIMACION Y CONTRASTE DE HIPOTESIS

Puede definirse la inferencia estadistica como la coleccion de métodos existentes para extender o
generalizar a una poblacion las conclusiones o resultados obtenidos a partir de la informacion
proporcionada por una muestra de la misma. Estas conclusiones sobre la poblacion pueden ser de
naturaleza diferente:

» Si se dispone de algin modelo del comportamiento de las variables en la poblacion, los datos
recogidos en la muestra se utilizaran entonces para obtener valores aproximados de los parametros
que caracterizan dicho modelo (Problemas de estimacion)

» Sien el curso de una investigacion se ha elaborado alguna hipdtesis sobre la poblacion, el objetivo
del muestreo sera contrastar si los datos obtenidos confirman dicha hipétesis o si, por el contrario
obligan a descartarla (Problemas de contraste de hipotesis).

Dado que el tamafo de la muestra es, en general, pequeflo en relacion con el tamafio de la poblacion,
las conclusiones que se extraigan no podran ser nunca seguras al 100%. No obstante, los métodos de
inferencia estadistica permiten cuantificar, en términos de probabilidad, el grado de verosimilitud o
certidumbre que podemos asignar a nuestras conclusiones.

Para que la informacion proporcionada por la muestra pueda emplearse aceptablemente para obtener
conclusiones sobre la poblacion es necesario que la muestra sea representativa y que tenga un tamario
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suficiente (en general, cuanto mayor sea la muestra mas informacién proporcionard). El tamafio de
muestra depende de cudl sea el problema que nos planteamos (estimacion de parametros o contraste de
hipdtesis), de las caracteristicas de la poblacion (en general, a mayor heterogeneidad de la poblacion
con respecto a la variable de interés, mayor habra de ser el tamafio de la muestra) y de la magnitud de
los errores que estamos dispuestos a cometer. La representatividad de la muestra se consigue cuando
esta es aleatoria (todos los miembros de la poblacidn tienen la misma probabilidad de ser elegidos para
formar parte de la muestra).

Supongamos que el objetivo de la investigacidon es estudiar cierta caracteristica numérica X en una
poblacion (por ejemplo la concentracion media de un contaminante en una franja costera) y que con
este fin se elige una muestra aleatoria de objetos de la misma (los valores de concentracion medidos en
los puntos de una malla definida sobre la franja costera en estudio; aunque los puntos de la malla sean
fijos, los valores de concentracion del contaminante en dichos puntos son aleatorios, no se conocen
mientras no sean medidos). Dado que, a priori, no se conocen los valores que tomara X en dichos
objetos, X es una variable aleatoria y como tal, tendra una funcion de distribucion F. Existen entonces
dos posibilidades:

(1) Se conoce la expresion funcional de F, pero no se conocen los valores de los parametros que la
caracterizan, y que denotaremos por © = (0;, 6,, ..., 6y). Esto es lo que sucede si se sabe (o0 se
sospecha) que los datos proceden, por ejemplo, de una distribucién exponencial (de la que no
conocemos el valor del parametro A) o de una Normal (de la que no sabemos lo que valen L y G).

(2) No se sabe nada de F salvo, quizés, si es continua o escalonada.

En el primer caso nos encontramos en un problema de inferencia paramétrica. Cualquier afirmacion,
en términos de probabilidad, sobre las caracteristicas de X requiere conocer, aunque sea de modo
aproximado, el valor del parametro 6. El segundo caso corresponde a un problema de inferencia no
paramétrica.

Claramente el primer problema de la inferencia paramétrica es la obtencion de valores aproximados
de los parametros (estimacion). Dos son los modos de estimacion clasicos: la estimacion puntual y la
estimacion por intervalos. En el primer caso se trata de obtener un valor aproximado del parametro
poblacional & desconocido, sin indicar el grado de aproximacion. En el segundo se obtiene un
intervalo dentro del cual podemos tener cierta confianza en encontrar el valor de €. La estimacion por
intervalos si que proporciona una idea de la precision conseguida: ya no se afirma: “la concentracion
media del contaminante en la zona de estudio es un valor proximo a 57 ppm” (estimacion puntual),
sino que “con una confianza del 99% la concentracion media del contaminante esta en el intervalo
[51,63]".

Un problema importante es la seleccion de la distribucion que mejor modela la variable que estamos
observando. Si se encuentra una distribucion de probabilidad que representa bien los datos, se pueden
aplicar métodos de inferencia paramétricos basados en dicha distribucion.

Ejemplo: se desea estimar el tiempo medio 4 que requiere una colonia bacteriana en alcanzar su
volumen méximo a partir de un volumen inicial V}. El procedimiento habitual consistird en tomar una
muestra aleatoria de n colonias de volumen inicial V;, medir los tiempos X}, X, ..., X,, que tarda cada
una en alcanzar su volumen maximo, calcular su media:

X ==L
n
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y utilizar el valor X asi obtenido como aproximacion del verdadero valor de & Diremos en este caso
que la media muestral es un estimador puntual de la media poblacional. Si en la muestra que
finalmente hemos conseguido, la media muestral resulta ser de 1268 minutos, éste sera el valor
estimado de la media poblacional.

En este ejemplo, y en el problema general de estimacion, podemos realizar varias observaciones
importantes:

1. La estimacion se realiza a través de una funcion (estimador).
Como acabamos de ver en el ejemplo, un valor aproximado de la media de la poblacion se obtiene
mediante el calculo de la media muestral que es, de hecho, una funcién de la muestra consistente en
sumar todos sus valores y dividir por el nimero total de los mismos.

2. La funcion (estimador) que se utiliza para estimar un parametro es una variable aleatoria.
En nuestro ejemplo es evidente que hasta que no se obtenga una muestra de colonias bacterianas y
se mida el tiempo que necesita cada una para alcanzar su volumen méaximo, es imposible predecir
con exactitud cual va a ser la media de los tiempos observados. Por tanto a priori, antes de realizar
el muestreo, la media muestral es una variable aleatoria.

3. Elvalor estimado depende de la muestra elegida.
En el ejemplo anterior, es obvio que distintas muestras de colonias bacterianas daran lugar a
distintas medias, y por tanto conduciran a distintas estimaciones de la media poblacional.

4. ;Como obtener una funcion cuyo valor sea proximo al del parametro que se pretende estimar?
En nuestro ejemplo parece razonable estimar la media poblacional mediante la media muestral. Sin
embargo, en otros casos en que haya que estimar un parametro arbitrario, puede no ser tan evidente
qué funcion debe utilizarse para llevar a cabo la estimacion. De hecho, cabe incluso la posibilidad
de que haya dos o0 mas funciones distintas que permitan estimar el mismo parametro.

5. ¢Qué significa que el valor del estimador se aproxime al del parametro que se pretende estimar?
Tal como acabamos de sefialar, la estimacion se realiza a través de una funcion (estimador) que, a
priori, puede tomar muchos valores, dependiendo de la muestra que resulte elegida. Evidentemente,
no todos los valores estan igual de proximos al parametro que se pretende estimar: la media de la
poblacion es un valor fijo determinado; algunas muestras tendran medias mas cercanas a este valor
y otras tendran medias mas alejadas. Por tanto ;qué se esta diciendo realmente cuando se afirma
que la media muestral (que no tiene un unico valor fijo, sino que puede tomar muchos valores
distintos) se aproxima a la media poblacional?

6. ;Como evaluar el grado de proximidad conseguido entre el estimador y el parametro?
En nuestro ejemplo la media y de la poblacion es desconocida. Cuando tomamos una muestra
obtenemos una media muestral cuyo valor suponemos proximo a .. Pero ... jcuan proximo? Si la
media muestral que obtenemos es de 1268 minutos, /significa ésto que la media poblacional es
como mucho 1300 minutos? ;0 podria ser de 1450 minutos? ;quizas 1600? ;2000 minutos? Si no
tenemos ninguna referencia sobre el grado de proximidad alcanzado, el estimador puntual puede
ser perfectamente inutil.

3.3. ESTUDIO DE SIMULACION

Para fijar ideas, supongamos que el verdadero valor de # (tiempo medio que tarda la colonia de
bacterias en alcanzar el volumen maximo) es de 1200 minutos. Tomamos una muestra de 25 colonias
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de idéntico volumen inicial ¥, y las dejamos crecer hasta que dejan de hacerlo (alcanzan su volumen
maximo), obteniéndose los siguientes tiempos en cada colonia (en minutos):

Tiempos hasta alcanzar el volumen V;
1100 1652 1501 1878 1357 1897 1898 1079 1562
925 1075 299 818 945 758 1050 876 1137
714 2041 986 589 1838 705 610

El tiempo medio en estas 25 colonias ha resultado ser x =1171,65 minutos. Repetimos el
experimento con otras 25 colonias, obteniendo como resultado:

Tiempos hasta alcanzar el volumen V;
153 399 532 885 877 2786 413 2394 855
1658 157 1791 392 2396 324 512 211 1256
592 1002 304 1494 2141 1908 1426

En este caso se obtiene la estimacion de la media es x =1074,29, diferente de la anterior, como cabia
esperar.

Imaginemos ahora que repetimos este proceso 10.000 veces, esto es, elegimos 10.000 muestras de 25
colonias cada una, y calculamos el tiempo medio que tardan las colonias de cada muestra en dejar de
crecer. De esta forma obtenemos 10.000 estimaciones de la media poblacional. Evidentemente esto no
lo podemos hacer en la realidad, pero si es sencillo simularlo en el ordenador. La figura 3.1 muestra el
histograma de las 10.000 medias que se han obtenido simulando este proceso.
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Figura 3.1: Histograma de los 10.000 tiempos medios obtenidos simulando 10.000 veces el crecimiento
de 25 colonias bacterianas y observando cuanto tarda cada colonia en alcanzar el volumen maximo.

Como puede apreciarse, las 10.000 medias observadas oscilan alrededor de la verdadera media de la
poblacion (1200 minutos), habiéndose no obstante llegado a observar medias tan bajas como 642
minutos, o tan altas como 1884 minutos. Podemos medir la variabilidad de las medias obtenidas en
todos estos muestreos mediante su desviacion tipica. En esta simulacion, la media de todas las medias
ha sido 1197,60 minutos y su desviacion tipica 162,76 minutos. Obsérvese en cualquier caso, como la
media de todas las medias se acerca mucho a la media de la poblacion (1200 minutos).

Imaginemos, por ultimo, que repetimos este proceso de obtener 10.000 muestras, con muestras de
tamafos 100, 250 y 500 colonias, calculando en cada muestra el tiempo medio que tardan las colonias
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de bacterias en dejar de crecer. La figura 3.2 muestra los histogramas correspondientes a las 10.000
estimaciones de la media que se obtienen en cada caso.

Como puede apreciarse en el grafico, cuanto mayor es el tamafio de las muestras, menor es la
dispersion de sus medias. Asi, las desviaciones tipicas observadas han sido de 162,76 minutos para
muestras de tamafio 25, de 81,45 minutos para muestras de tamafio 100, de 51,22 minutos para
muestras de tamafio 250 y de 36,34 minutos para muestras de tamafio 500. Esto significa que a medida
que crece el tamafio de la muestra, las medias muestrales observadas tienden a estar mas agrupadas en
torno a la media de la poblacion, alejandose menos de dicha media.

(@) n=25 (b) n=100
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Figura 3.2: Histogramas de los 10.000 valores de duracion media obtenidos simulando la obtencion de
10.000 muestras (a) de 25 componentes (b) de 100 componentes (¢) de 250 componentes (d) de 500
componentes.

;Qué implicaciones practicas tienen estas observaciones? En la practica vamos a obtener una unica
muestra, no 10.000 como en estas simulaciones. Sin embargo, lo que estos experimentos nos enseflan
es que si la muestra que tomamos es de tamafio 25, la media de nuestra unica muestra puede alejarse
mucho de la media de la poblacién (recordemos que nos podian salir medias de entre 642 y 1884
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minutos, practicamente 600 minutos de diferencia con respecto a la media real). Y alin sin que nos
salgan estos valores tan extremos, es muy facil que la media de la muestra se diferencie en 200 o mas
minutos de la media de la poblacion. Sin embargo, cuando la muestra es de tamafio 500, la peor
estimacion que llega a obtenerse tiene un error de unos 100 minutos (muy lejos de los 600 de la
muestra de tamafio 25), y la inmensa mayoria de las estimaciones tiene un error inferior a 60 minutos.
Por tanto, si nuestra muestra es de tamafio 500, lo mas probable es que el error de estimacion de la
media sea pequefio. Evidentemente todas estas ideas habran de ser cuantificadas de algun modo, pero
lo que si deberia ser intuitivamente claro es que si la unica muestra disponible en la practica es
pequenia es muy facil que el error de estimacion sea grande; y si esa muestra es grande lo mas
probable es que el error sea pequerio.

3.4. DEFINICIONES BASICAS.

A continuacion presentamos algunas definiciones basicas para definir correctamente el problema de la
estimacion de parametros.

Estadistico: Dada una muestra aleatoria X;, X, ..., X, se llama estadistico a cualquier funcion
de sus valores.

Estimador: Dado un parametro 6 caracteristico de una poblacion, y una muestra aleatoria X;, X, ..., X,
de la misma, se llama estimador de 6 a cualquier estadistico 8 =6( X, X,,..., X, ) cuyos valores se

aproximen a 6,

Repetimos una vez mas que un estimador es una variable aleatoria pues depende de los valores que
tome la muestra aleatoria X;, X, ..., X, (que no se conocen antes de realizar el muestreo) Las
propiedades del estimador dependeran por tanto de su distribucién de probabilidad.

En la seccion 3.3 hemos planteado la cuestion de como medir el grado de proximidad entre un
parametro y un estimador suyo. Recordemos que el problema principal radica en que mientras que el
parametro tiene un unico valor fijo, el estimador cambia de valor con la muestra.

Sesgo de un estimador: Dado que el estimador puede tomar muchos valores diferentes (seglin cual sea
la muestra que se obtenga), una manera de medir la proximidad entre el estimador y el parametro es
mediante la distancia entre el valor esperado del estimador y el valor del pardmetro. Dicha distancia
recibe el nombre de sesgo del estimador:

Sesgo(0) = E[0] - 6

Cuando el sesgo del estimador es cero (en cuyo caso E[é ] = 0), el estimador se dice insesgado o
centrado. En caso contrario el estimador es sesgado. Un estimador con sesgo positivo significa que sus
valores, en media, estan por encima del pardmetro que pretende estimar y por tanto tiende a
sobreestimarlo. De modo similar, los estimadores con sesgo negativo tienden a subestimar el
parametro.

Para entender el significado de £ [é] recordemos el estudio de simulacion de la seccion anterior. Si el

parametro 8 que se pretende estimar es la media & de una poblacion y utilizamos como estimador el
valor 6= 1=X , esto es, la media muestral, podemos interpretar E [é] = E[/1] = E[X] como el valor

medio de la media muestral, esto es, como la media de muchas medias obtenidas en distintos
muestreos. Recordemos que en el estudio de simulacion, con 10.000 muestras simuladas, la media de
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las 10.000 medias obtenidas coincidia practicamente con la media de la poblacién, esto es E [f] =U.

Este es un resultado no solamente empirico, sino que se puede comprobar de forma tedrica como
veremos en el primero de los ejemplos que figuran a continuacion.

Ejemplos:

e [ amedia muestral es un estimador centrado de la media poblacional. En efecto:

E[)_(]:E[%ZX}ziE{ZX} ZE[X ]——n,u u

i=1

e La varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza poblacional. En efecto, como:

y, por ser las X; independientes:

E[()_(—,u)] Var( ) Var( ZX) i:Var(X[):iznoJ:O-—2
i=1 n n
para la varianza muestral se tiene enonces que:
1 —
f]- 5 13- %) } Lol 300 - -n(X- ) |-
L i=1
_ ; ~
-1 ZE[ (X, - 1)} |- nE| (% - H 1{;102_”‘7_}: -l
n n n n
Por tanto:
Sesgo(s”) =E[sz}—62 :n—_laz -0’ =—ldz

n n

de donde se sigue que la varianza muestral subestima la varianza poblacional (aunque es
verdad que a medida que el tamafio de la muestra » aumenta, el sesgo se hace mas pequeiio).

e [a cuasivarianza muestral si es un estimador centrado de la varianza poblacional:

E[Sz}:E{ IIZH:(XZ.—)_()Z}: 1 E{Zn:(xi-)?)z}:

n—1,5 n—1 i=1
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1 2 = 1
:n—lE ;(Xl.—,u)z—n()(—,u)z :n_l[n02—02]=02

Por esta razon, como estimador de la varianza poblacional, en la practica se prefiere la
cuasivarianza muestral.

® Si Xes una variable aleatoria de Bernoulli de parametro p, la proporcion muestral de éxitos p

es un estimador insesgado de la proporcién poblacional p. En efecto, la proporcion muestral
de éxitos al observar una muestra aleatoria de tamafio n es:

R Nuamero de éxitos X
p = . - = —
Numero de observaciones n

(donde el nimero de éxitos X sigue obviamente una distribucion B(n,p)), y por tanto:

- X 1 1
elpl=£| X |=Lex)=Lup=p
n n n

Error estandar del estimador: asi se llama a la desviacion tipica del estimador.

Tal como hemos visto, un estimador es una variable aleatoria cuyo valor cambia con la muestra. Si el
estimador es centrado, ello indica que el centro de la distribucion de valores del estimador coincide
con el parametro que se pretende estimar. Si embargo esto no nos informa de si dicha distribucion
tiene mucha o poca dispersiéon en torno al parametro. Si la dispersion es grande, significa que habra
muestras que dardn lugar a estimaciones muy alejadas del valor del parametro. Si la dispersion es
pequeiia, atn en la peor de las muestras posibles, la estimacion obtenida estara proxima al valor del
parametro. Por tanto, si se dispone de varios estimadores centrados del mismo parametro, sera
preferible (producira estimaciones mas precisas del parametro) aquél que tenga la menor dispersion.
Dado que la dispersion se mide mediante la varianza del estimador, el mejor estimador centrado sera
el de minima varianza (en caso de existir).

Error Cuadratico Medio de un estimador. Se define como:

£CM[8]=E|(6-6) |=(Sesgo(6)) +7ar(6)

El ECM constituye una medida conjunta (de hecho es la suma) del sesgo y la varianza de un
estimador. Es una medida que resulta util cuando se debe elegir entre varios estimadores del mismo
parametro con caracteristicas muy diferentes de sesgo y varianza. Asi por ejemplo, puede ser mas util
un estimador ligeramente sesgado pero con muy poca varianza (tal que, aunque sesgadas, todas las
estimaciones estan proximas al parametro), que uno centrado pero con varianza mucho mayor (que
puede dar lugar a muchas estimaciones muy alejadas del parametro).

Consistencia de un estimador. Un estimador @ de un parametro @ es consistente si verifica que:

limP(‘é—ﬁ‘ Ss)zl Ve>0

n—o

lo que significa que a medida que aumenta el tamafio de la muestra es cada vez mas probable que el
valor del estimador esté cada vez mas proximo al valor del parametro. En general es deseable que los
estimadores que utilicemos sean consistentes.
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Puede demostrarse que la media muestral, la varianza muestral y la proporcion muestral son
estimadores insesgados, de minima varianza y consistentes de sus pardmetros respectivos. En
particular , si z= E[X], el hecho de que:

limP(jx, - y|<e)=1 Ve>0

n—so0

siendo X, la media de una muestra de tamafio n, justifica que el concepto de esperanza de una variable
aleatoria puede identificarse con el de media aritmética para grandes valores de 7.

3.5. METODOS DE OBTENCION DE ESTIMADORES PUNTUALES

Otra pregunta que nos habiamos planteado al comienzo de este capitulo se referia a la manera en que
podian obtenerse funciones cuyos valores se aproximaran al de un parametro desconocido. Tres son
los métodos que se emplean habitualmente para ello: el método de los momentos, el método de
maxima verosimilitud y el método de los minimos cuadrados.

5.7.1. Método de los momentos

Dada una variable aleatoria X, se define el momento de orden k respecto al origen como:

ZXfP(X =i) si X es discreta
M, =E|:Xk:|= icE
Ji x*f(x)dx  siX es continua

Evidentemente g =4, y 0° =, — 4. De la misma forma que la media y la varianza se pueden poner
en funcidon de los momentos de primer orden, en general si una variable aleatoria X depende de unos
parametros desconocidos 6, 6, ...,6, muchas veces sera posible expresar estos parametros como
funciones de los momentos de primer orden, esto es, 0, =g, ( J7% ,uz,...), j=12,....,k . El método de los

momentos consiste en determinar estas funciones, estimar los momentos correspondientes mediante
sus analogos muestrales:

ML VN 7, =
#IZEZXN M, = Z(Xi)za ---aﬂk:_z(Xf)k
il

n i n iz
y por ultimo estimar los 6, mediante las funciones anteriores evaluadas en los momentos muestrales:
gj:gj (ﬂl’/’lza"')’ j:1329"'9k

Este método tiene su fundamento en el teorema de Khintchine (que garantiza que los momentos
muestrales convergen en probabilidad a los poblacionales) y en el hecho de que los momentos
muestrales son estimadores insesgados de los momentos poblacionales.

Ejemplos:

1. Supongamos que se desea estimar el parametro p de una variable X con distribucion de
Bernoulli. Recuérdese que un variable de Bernoulli toma sélo uno de dos posibles valores: 1
con probabilidad p y 0 con probabilidad 1-p. A modo de ejemplo p podria ser la proporcion de
visitantes que sufren accidentes en una urbanizacion turistica. Si se toma una muestra aleatoria
de n visitantes, la variable X; para el visitante i-¢simo vale 1 si el sujeto sufre un accidente
durante sus estancia en la urbanizacion y 0 si no lo sufre. Sea r el numero total de
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accidentados en la muestra. Sabemos que para la distribucion de Bernoulli 4, = E[X]=p.

Por tanto, para estimar p, sustituimos 44 en esta ecuacién por su estimador [ =X y
obtenemos como estimador de p:

pP=x
Nétese que:
N r
= 1:—2)(1 = —
n s

n
es precisamente la proporcion de visitantes accidentados en la muestra, ya que » = z X, esel
i=1

numero total de accidentados.

Supongamos que se desea estimar el parametro p de una variable con distribucion geométrica.

1
En este caso E[X]=— de donde p .1 . Por tanto, para estimar p por el método de
E[X] m
los momentos sustituimos ; por su estimador £, =X, por lo que el estimador de p sera:
.~ 1
p==
X

De esta forma, para estimar p, deberemos tomar una muestra de tamafio m, calcular su media e
invertirla (en el ejemplo, tomar una muestra de microcircuitos, ver para cada uno de ellos el
numero de fallos que se producen hasta que el chip ya no tiene arreglo, calcular la media de
todos estos valores y estimar la probabilidad p de que ocurra un fallo irreparable mediante el
inverso de la media).

Si X =N(W,0) y se desea estimar [1, basta observar que como = E[X]= 4, el estimador de

es simplemente 2 =X .

En la misma situacion anterior, si lo que interesa estimar es la varianza 67, bastara observar
que:

2 2 2 2
o’ =E[ X7 |-(E[X]) =1, -
por lo que el estimador de la varianza por el método de los momentos es, utilizando una
muestra de tamafio n:

1 2
A2 A ~D 2 —
o =4, Hl __ZXi _(x)
nio
que es precisamente la varianza muestral.

Si X = F(a, B ) , para estimar los parametros o y B por el método de los momentos, bastara

tener en cuenta que para esta variable aleatoria:

E[X]= % Var(X) = ﬂﬁ

2

De aqui se sigue que:
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az,ZBE[X] }:1: BE[X] _ E[X] L g E[X] -
a= L[ Var(X) BVar(X) BVar(X) Var(X)
(E[x])

:>0(=,6E[X]=VW—(X)

Por tanto, los estimadores por el método de los momentos seran:

N . ¢

6. Si X = W(a, B ) , para estimar 'y [ por el método de los momentos, al igual que en el caso

anterior bastara con tener en cuenta que su esperanza y varianza son:

E[X] :ﬂr(uéj Var(X)=p {r(u%)-rz (1+lﬂ

o
Si calculamos ahora el coeficiente de variacion obtenemos que éste es funcion solo del

parametro o
2 ) 1

Elx] r(1+1j

CV(X)=

a

Podemos entonces obtener un estimador de « igualando ahora este ultimo término al
coeficiente de variacion de una muestra aleatoria de la distribucion de Weibull. Obviamente
no es posible despejar de aqui el valor de «a explicitamente, pero es facil construir un

algoritmo numérico que resuelva el problema. Una vez obtenido &, se despeja £ de:
— A 1 o 1
X :,BF(1+7J = ﬂ:x/l“(l+Aj
a o

5.7.2. Método de la mdaxima verosimilitud.

Sea X una variable aleatoria cuya funcion de densidad depende uno o varios parametros 6, &, ...,6.
Denotamos por fg(x) a la funcion de densidad de X, siendo @ = (6, &, ...,6). Dada una muestra

aleatoria simple x,, x,, ..., x, de esta variable, se define la funcion de verosimilitud de la muestra como:

L(el’ez""ﬂek) = fo (X)) fo (%) fo(x,)

Esta funcion representa la densidad de probabilidad conjunta de las variables X;, X,, ..., X, en el punto
X5, X3, ..., X,. En otras palabras, si X;, X,, ..., X, son variables aleatorias discretas independientes, el
valor de esta funcion es la probabilidad de observar los valores x;, x5, ..., x, cuando @= (4, &, ...,8).
Analogamente, si las X; son continuas, esta funcidon nos da la densidad de probabilidad en un entorno
de x;, x5, ..., x, cuando @= (6, &, ...,6).

Obviamente, el valor de la funcidon de verosimilitud depende de lo que valgan los parametros (6;, &,
...,6). La ocurrencia de unos valores determinados X;=x;, X,=x,, ..., X,= x, en la muestra puede ser
mas o menos probable dependiendo de lo que valgan los 6. Ello nos permite interpretar la funcion de
verosimilitud como una medida de la certidumbre o confianza que podemos tener en que los

UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA M G C
MASTER OFICIAL EN GESTION COSTERA
AN
\/-\./-\
~—" "



12 Médulo 2.A.1. Modelizacién y Simulacion: Analisis de datos
Tema 3: Estimacion y Contraste de Hipotesis.

parametros desconocidos tomen unos valores concretos. De esta forma, si en repetidas observaciones
de una variable aleatoria hay determinados valores que ocurren con mucha frecuencia, sera razonable
suponer que es porque dichos valores son muy probables. Aunque los parametros & sean
desconocidos, lo mas verosimil es que sus valores sean tales que la densidad de X asigne mucha
probabilidad a esas observaciones muy frecuentes. Este es el principio de la mdaxima verosimilitud:
estimar los & mediante aquellos valores que maximizan la funcién de verosimilitud. En la practica
estos valores se pueden obtener resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las derivadas
parciales de L(8,, &, ...,6) respecto de los parametros ,, 6, ...,6 igualadas a cero:

3L(6,.6,.,....6,)
26,

La funcién de verosimilitud serd en general un producto de funciones, L(6,,6,,...,6,) =

=0, Vj=12,..k

Jo (X)) fo(x,)...fo(x,) lo que en muchas ocasiones da lugar a que la evaluacion de las derivadas

anteriores sea una tarea compleja. Por esta razon, la funcién de verosimilitud suele sustituirse por su
logaritmo (log-verosimilitud):

1(91’02""’0k) = log(l’(elaeza---aek)) = anlog(f@(xi))

Por ser el logaritmo una funcion monoénota, la verosimilitud y la log-verosimilitud alcanzan su
maximo en los mismos puntos. Por tanto, maximizar la funcion de verosimilitud es equivalente a
maximizar su logaritmo (log-verosimilitud), siendo en general el problema de maximizar la log-
verosimilitud mucho mas sencillo de resolver.

A continuacion enunciamos algunas propiedades de los estimadores de méaxima verosimilitud:
1. Son consistentes.

2. Son invariantes frente a transformaciones biunivocas, es decir, si 8, es el estimador maximo
verosimil de un parametro 6, y g(6#) es una funcidon biunivoca de 6, entonces g(HMV)es el

estimador maximo verosimil de g(6).

Son asintéticamente normales.

4. Son asintéticamente eficientes, es decir, entre todos los estimadores consistentes de un parametro
6 los de maxima verosimilitud son los de varianza minima.

5. No siempre son insesgados.

W

Ejemplos:

1 —=x
1. Supongamos que X=exp(6). En este caso f,(x) :56 *". Dada una muestra X;=x;, X>=x5, ...,

X,=x,, la funcion de verosimilitud y su derivada respecto a 0 seran:

[ D U 6 R
L(0)= () () (5) = e e # e ? =[] oo™

O i) o (3 o

Despejando 8 en esta ecuacion obtenemos el estimador maximo-verosimil de este parametro:

9_”_26_;(2%) (—n9+2xi)=0:>(—n0+2xi)=0:> 0= in =X
n
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2. Supongamos que se desea estimar el parametro p de una variable X con distribucion de
Bernoulli por el método de maxima verosimilitud. Si se ha observado la muestra X;=k;, X,=k,,
v, Xp=k,,(donde las k; son 0 6 1) la verosimilitud asociada es:

L(p):fp(kl,kz,...,km):P(X1 =k)P(X,=k)..P(X

=[P(x=1)][P(x=0)]"=p (1-p)""

(hemos supuesto que se ha observado » veces el 1 y n-r veces el cero)

= kﬂi)

Obtener la derivada de esta expresion respecto a p es complicado. No obstante, podemos
observar que si se toma logaritmo de esta expresion la derivada es mucho mas sencilla.
Tomando logaritmos en la expresion anterior obtenemos la log-verosimilitud:

[(p)=InL(p)=rin(p)+(n—r)in(1-p)

Ahora es facil derivar respecto a p e igualar a 0:

I(p)=InL(p)=rin(p)+(n—r)n(1-p)

I(p)="-
p

r:O:(l—p)r—p(n—r)=0:>

r
=>r—-pn=0=>p=—

Como puede apreciarse en este caso el estimador de méxima verosimilitud coincide con el que
ya obtuvimos por el método de los momentos, aunque en general no tiene por qué ocurrir asi.

3. Supongamos ahora que tomamos una muestra de observaciones de una variable con
distribucion de Weibull de pardmetros @ y f. Para estimar estos parametros por maxima
verosimilitud, primero calculamos la funciéon de verosimilitud, suponiendo que se ha
observado la muestra X;=x;, X>=x,, ..., X,=x,,:

L B) = 1) o (5)= 2 | o) e 35/

Como el maximo de esta funcion se encuentra en el mismo lugar que el maximo de su
logaritmo, calculamos su logaritmo (log-verosimilitud):

(e, B)=log(L(a,pB))=nlog(a)-anlog(B)+(a- IZIOg z /B)”

i=1

Para hallar ahora los valores de o y B que maximizan esta expresion, calculamos las derivadas

parciales e igualamos a 0:
Al (a,B) dl(a. )

=0 =0
oo of
al aa,B n
ML) rtog(8)+ S loe(x)- E /B Toelx/8) =0
a a
ol a,ﬁ an o3 o
ML) __an a5 (/) =
op =
De la segunda ecuacion se obtiene:
VN IASTER OFICIAL PN GESTION COSTRRA \M\G/C\
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Sy =n= =(1:1(x,-)“j '

y sustituyendo en la primera ecuacion:

g—nlog(ﬁ)+glog(xl.)—#§xl_“(log(xl.)—log(ﬁ))zo

S

ﬁ—nlog(,8)+i:10g( ——Zx log(x x5 =
a — ,

o
. nlog (lzxﬁj + 3 log ()~ 3 loe(x)+
n- 72)‘_(1 i=1

e
——nlog lz +> log(x,)—n , +nlog (— x“j =0
o nig i=1 x4 nig
i=1 l
] Zn:xlu’log(xl) . Zn“log Zx log
i=1 _

De donde podemos despejar:
-1

Zx log(x ZIOg
in“ "
i=1

o=

Esta ultima ecuacion no tiene una solucion explicita, debiendo resolverse numéricamente. Una vez que
se obtenga de esta manera el valor estimado de «, se sustituye en la ecuacion para 3, obteniéndose de
este modo el estimador maximo verosimil de este parametro.

3.6. ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

Hasta ahora hemos visto como podemos obtener un estimador puntual para un parametro de una
distribucidon de probabilidad. Si se dan las condiciones adecuadas (error cuadratico medio pequefio),
sabemos que el estimador al ser evaluado sobre distintas muestras produce valores proximos al valor
del parametro que se pretende estimar. Ahora bien: jcuanto se parece el valor estimado al verdadero
valor del parametro?. O dicho de otra forma: ;cual es el grado de precision alcanzado en Ia
estimacion? El concepto de intervalo de confianza permite dar respuesta a estas preguntas.
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Dado un parametro desconocido 6, caracteristico de una poblacion determinada, y dada una muestra
aleatoria X = {X), X, ..., X,} de dicha poblacion, diremos que el intervalo [6,(X),8,(X)], (donde

6,(X) y 65(X) son variables aleatorias que dependen de la muestra) es un intervalo de confianza a nivel
1-apara el parametro @si la probabilidad de que intervalo contenga a dicho parametro es 1-a, esto es:

P(6€[6,(x).6,(x)]|=1-«
De esta forma, si disponemos de un intervalo de confianza para un parametro € desconocido, ya no

nos limitaremos a decir que @ tiene un valor parecido a 8 (su estimador puntual), sino que ademas
podremos afirmar con una confianza del 100(1-a)% que 8 vale como minimo &;(X) y como maximo

6:(X). Ello nos da una idea aproximada de la precision conseguida en la estimacion. Notese que en la
definicion de intervalo de confianza, los extremos €/(X) y 6(X) son variables aleatorias ya que son

funciones de la muestra y ésta es aleatoria. Ello significa que dos muestras distintas de la misma

poblaciéon produciran intervalos de confianza distintos.

3.7. INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LOS PARAMETROS DE UNA
DISTRIBUCION NORMAL

Intervalo de confianza para la media de una distribucién normal
., X, de observaciones completas independientes de una

Si se dispone de una muestra X, X,

distribucién normal N(U,0), se tiene que:
zn:Xi ~ N(iﬂn /Zn:o-f J = N(n,u,\/nO'Z ) = N(n,u,O'\/;)
i=1 i=1 i=1

Asimismo, utilizando las propiedades de la esperanza y varianza de una variable aleatoria ante un

cambio de escala:
n _ 1< 1 n
ElX|=E|—) X, |=—F X
(]}, 30 =3
1 i 1 o’
J:FVQF(;X[Jzn—znoJ:T

X =i
Var()_()=

y por tanto:
Y=

XL _N(o)

de donde:
Utilizando tablas de la distribucion normal (o cualquier software que maneje esta distribucion') es

posible encontrar el percentil zy, tal que, si Z ~N(0,1), entonces P(-z,,<Z<z,,)=1-«a

"EXCEL o R calculan estos percentiles de manera muy sencilla. Asimismo muchas calculadoras cientificas
incluyen la opcion del calculo de percentiles de las distribuciones de probabilidad mas comunes.

=N

—_—

~— "\
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Asi pues:

:>P( za/zisy—ﬂ_zmzij=l—a:> I-a
; In
:p(x Zmigﬂgmzmijzl_a &
; n
“Z /2 Zap

De esta forma, si conociéramos la varianza 6> de la poblacion, el resultado anterior nos indica que el
intervalo de confianza a nivel 1-a para la media de la poblacion es:

= o = o
[X 2% \/;vX"'Za/z \/;:|
Este intervalo, en la practica resulta de poca utilidad,
toda vez que normalmente la varianza poblacional G°
es desconocida. Afortunadamente, es posible
demostrar que si X, X, ..., X, es una muestra de
observaciones independientes de una distribucion
normal N(,0), siendo 1 y ¢ desconocidas, entonces:

X—-u
S /2 . /2

S (x, - X \ /

i=1

la desviacion tipica de la
n—l _t _ t
) ) ) n—lLa/2 n-la/2
muestra. Al igual que en el caso anterior, es posible
utilizar las tablas de la ¢ de Student (o cualquier

software equipado al efecto) para encontrar el percentil 7, ,» de esta distribucidon, de tal forma que
P(-t

siendo s=

2 St St ) =1-«a . Podemos escribir entonces:

X-u
Pl <2"H< “l-a
( n—l,a/2 S/\/; nl,a/zJ

de donde, operando en el interior del intervalo:

n—l,a/

_ S _
P(X__tnl‘a/z Slu SX+_tn1,a/2J:1_a

o0, expresado de otra forma:
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Ejemplo: Se dispone de una muestra de 20 barcos pesqueros que han descargado en puerto a lo largo
de una semana. De cada barco se mide el peso total de las capturas, obteniéndose un peso medio de 4.8
toneladas con desviacion tipica de 0.5 toneladas. Podemos calcular un intervalo de confianza para el
peso medio descargado por la poblacion de barcos sustituyendo estos valores en la formula anterior.
Fijando 1-0=0.95 (esto es a=0.05) obtenemos:

- S Y 0.5 0.5
|:X_ﬁtn—l,a/2’X +ﬁtn—l,w/2:| = |:4'8_Et19,0‘025’4'8+ﬁt19,0.025:|:

= [4.8 —£2.09,4.8 +£2.09} =[4.8-0.234,4.8+0.234] =[4.566,5.034]

V20 V20

Asi pues, podemos concluir que, con una confianza del 95%, el peso medio de las capturas
descargadas por la poblacidon de barcos en ese puerto durante esa semana se encuentra en el intervalo
[4.56, 5.03]; o dicho de otro modo, podemos afirmar con una confianza del 95% que el peso medio de
las capturas por barco es de 4.8 toneladas con un margen de error (precision) de £0.234 toneladas.

Intervalo de confianza para la varianza ¢° de una poblacién normal

. . ) 1 & —\2 )
Ya hemos visto que la cuasi-varianza muestral S* = —lz (X —X ) es un estimador centrado de
n—1.,5

la varianza poblacional. Si la muestra {X}, X;,..., X,} esta formada por n observaciones independientes
de una distribucion N(k, o), el teorema de Fisher prueba que:

(n=1S8’ = a2

2 n—1
o

Por tanto, utilizando una tabla de la distribucion g’ (o cualquier software que disponga de esta

distribucion) podemos encontrar los percentiles ¥, ., ¥ .., para los que:

2
2 (” B l)S 2 ©
P(ln-l,l-a/z < 2 oo |=l-a S
o
Operando en el interior del intervalo podemos §
despejar 6>
n—1)8: n—1)83 s
Zn—l,a/z Zn—l,l—a/z a/z
De esta forma, el intervalo de confianza a nivel .
1-a para la varianza de una poblacién normal es: s 1-0, o/2
2 2 8
(n-1)S ’(n 1)s . ‘ ‘ ‘ ‘
2 2
Zn—l,a/Z Zn—l‘l—a/Z 0 T ) 5 10 T ) 18 20
X
An-1)-al2 An-1a12
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3.8. INTERVALO DE CONFIANZA PARA UNA PROPORCION

En general consideraremos que se dispone de una poblacion de objetos, cada uno de los cuales,
independientemente de los demads, puede tener o no cierta caracteristica de interés. Llamaremos 7 a la
proporcidn poblacional de objetos con esa caracteristica. Nuestro objetivo sera estimar el valor de 7, y
dar un intervalo de confianza para la estimacion. Para ello supondremos que se dispone de una
muestra aleatoria de n objetos de la poblacion, para cada uno de los cuales se mide la variable X,
definida como:

i

{0 si el objeto i NO tiene la caracteristica de interés

1 sielobjeto i Si tiene la caracteristica de interés

En estas condiciones la variable X; es obviamente una variable de Bernoulli de pardmetro 7. El nimero
total de objetos en la muestra que tienen esta caracteristica es ¥ = Z;X . . Tal como hemos visto, la

proporcidon muestral:

P n° de objetos con la caracteristica de interés ¥ 43
n° de objetos en la muestra n n

. . A , n
es un estimador insesgado de T, esto es, E [7[]:7[ . Ademas, como Y =ZHX . es una suma de

1

variables de Bernoulli independientes, su distribucion es binomial B(n, 7).

Ejemplo: Se ha tomado una muestra de 60 pequefias depuradoras instaladas en hoteles,
comprobandose que 37 han tenido algtn fallo antes de los 3 afios de uso. Se desea estimar la
proporcion de depuradoras que duran mas de tres afios sin fallar

Dado que 37 de las 60 depuradoras han fallado antes de los 3 afios, el resto, 23, han tenido el
primer fallo después de ese momento. Por tanto, podemos estimar la proporcion de las que
duran mas de tres afilos como:

f;:é =0.3833=38.33%
60

Para calcular un intervalo de confianza para el verdadero valor de 7 existen varios métodos.

Método de Wilson.
La varianza del estimador 7 puede calcularse teniendo en cuenta que Y = ZX ,=B(n,7):
i=1

Var(#)=Var (Zj =L yarry =L nn-m =20
n n

T2
n

Si el valor de n es suficientemente grande (en la practica si nZ>5 y n(1-7)>5), puede probarse

que la distribucion del estimador de la proporcion es aproximadamente normal:

Z=N|7xw ‘}—”(1_”)
’ n
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y por tanto ﬁzN(O,l).De aqui se sigue que:
7(1-7)
n
P|—z,,< diniil <z,, |=l-a=P di <z, |=l-a=
z(1-7) r(l-7x
n n
2
~_ 1_
—p|| Z=Z 2, =1 0::>P(( z)’ z;/zﬂ( ”)J=1—a:>
r(1-7)
n

:>P(n(f[—7l’)2 Szi/zﬂ(l—ﬂ')):1—0{:>P((n+zm) ? —(2nfr+zi/2)p+n7i'2 SO):I—a

Por tanto el intervalo de confianza a nivel 1- estard formado por los valores de 7 para los que se
verifica la desigualdad (n +z, /2) (2n7[ +z2, )7[ +nA* <0 . Para hallar estos valores basta tener en

cuenta que la funcién g(7)=(n+z,,)7’ —(2n# +2,) 7 +nA" corresponde a una pardbola con los

brazos abiertos hacia arriba por lo que la desigualdad anterior se verificara para los valores de 7
comprendidos entre los dos puntos en que la parabola corta al eje de abcisas. Estos puntos son las

soluciones de la ecuacién (n+z.,,) 7" —(2n# +z.,, ) 7 +n#* =0, que se obtienen ficilmente como:

7[:(2n71'+z /2) \/(2’77["'211/2)2 4(n+Za/2)nﬁ-2 _(2n7[+zm2 \/47122/27%(1_72')"'2;/2 _
2(n+2m2) 2(”"'211/2)

(nfr+z;/2/2) m \/
= 4
(i) () A=)+ 25/ 4n

—, entonces nf =Y ="numero de objetos en la muestra que tienen la
n n

caracteristica de interés”. Por tanto el intervalo de confianza a nivel 1-a para 7es :

(Y+Z;/2/2) a/z\/;

(n +sz/2) : ('H'Za/z

Notese que como 7 =

we

)\/72'(1—72')+z,i/2 /4n

Ejemplo: Se desea calcular un intervalo de confianza a nivel 1-o = 95% para la proporcion de
depuradoras que duran mas de 3 afios sin fallar en el ejemplo anterior. Como o/2 = 0.025,
entonces Zg o5 = 1.96. El nimero de equipos que han durado mas de 3 afios sin fallar han sido
Y = 23 de entre n = 60. El estimador de la proporcion es 7 =23/60=0.3833. Como
ni=60-23/60=23>5, n(1-7)=60(1-23/60)=37>5, se cumplen las condiciones para la

aplicacion del método de Wilson. Sustituyendo estos valores en la expresion anterior
obtenemos el intervalo:
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7e[0.39035£0.11947]=[ 0.27088, 0.50982]

Método de Agresti-Coull

Este método proporciona un intervalo de confianza para la proporciéon con una expresion algo mas
sencilla que la anterior, si bien requiere tamafios muestrales mayores que 40. En estas condiciones se

puede utilizar la aproximacion:
= N(ﬂ', /—7[(1 %) j
n

o lo que es lo mismo: _rr L N(O,l) . Por tanto:
#(1-7)
n
. (1— 7 (17
Pl -z, ,< dinii] <z,, |=l-a=P|~-z,, il ”)Sﬁ'—ﬂ'ﬁza/z M =l-a=
f[(l—ﬁ') n n

De aqui se sigue que el intervalo de confianza a nivel 1-¢ para 7es:

z(l-%
re|xtz, M (Intervalo de Wald)
n

Este intervalo tiene, no obstante, mal comportamiento para muy diversos valores de n y 7, por lo que
su uso es desaconsejable. Agresti y Coull” han propuesto una modificacién de este intervalo que
resuelve estos problemas. La modificacion consiste en definir:

> 2 ~ 2 ~ v/~
Y=Y+zm2/2, n=n+z,,, 7[=Y/n

y recalcular el intervalo de confianza de Wald sustituyendo 7Z por Z, yn pori. El intervalo de

confianza a nivel 1-& es entonces:
7 :
me|Xtz,,\|——| (Intervalo de Agrestiy Coull)
7

Ejemplo: Dado que n >40 podemos utilizar este intervalo para los datos del ejemplo anterior.
En este caso, el resultado que se obtiene es:

e[ 0.39035£1.96-0.06105] =] 0.39035+1.96-0.11964] =[ 0.27069, 0.51002]

? Puede encontrarse una excelente discusion sobre los distintos métodos de estimacion del parametro de una
distribucion binomial en el articulo “Interval estimation for a binomial proportion” publicado en Statistical
Science en 2001 y disponible en la red en http://www-stat.wharton.upenn.edu/~tcai/paper/Binomial-StatSci.pdf
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que como puede apreciarse es muy similar al obtenido por el método de Wilson (los extremos
se diferencian en menos de una milésima). De hecho, a medida que » aumenta los métodos de
Agresti y Coull, y Wilson tienden a producir el mismo intervalo.

Meétodo de Clopper y Pearson

En el caso de que el tamafio n de la muestra o el valor de la proporcion estimada 7 sean tan pequefios
que no se dan las condiciones para aplicar los métodos de Wilson o Agresti y Coull, puede probarse
que el siguiente intervalo garantiza un nivel de confianza de al/ menos 1-a para la estimacién del
parametro 7

[ Y (Y +1)F,

, (Intervalo de Clopper-Pearson)
(n=Y+DF+Y (n=Y)+ (Y +1F,

donde:
F= F2(n7Y+1),2Y,a/2’ F, = FVZ(YH)‘Z(n—Y),a/Z
son percentiles de la distribucion £ de Fisher.

Conviene sefialar que al ser un intervalo que garantiza que la confianza es al menos 1-¢, en muchas
ocasiones el nivel de confianza real serd mayor, por lo cual este intervalo resulta en general mas
amplio y por tanto mdas impreciso que los anteriores, y so6lo debe emplearse si no se dan las
condiciones para utilizar alguno de aquéllos.

Ejemplo: Si con los datos del ejemplo anterior calculamos el intervalo de Clopper-Pearson,
obtenemos:

K= F'2(60—23+1)‘2~23,0.025 = F'76‘46‘0.025 =1.71636, F, = F'2(23+1),2(60—23)‘0.025 = Exs,u‘o.ozs =1.65605

e 23 (23+1)-1.65605
(60—23+1)1.71636+23 (60— 23)+(23+1)-1.65605

J: (0.26071, 0.51789)

Como puede apreciarse este intervalo es similar a los anteriores, aunque algo mas amplio. Esta
mayor amplitud se debe a que el nivel de confianza de este intervalo es algo mayor que el
95%.

3.9. ;POR QUE EL TERMINO “CONFIANZA”?

1. Si[6/(X), 6:X)] es un intervalo de confianza para un parametro desconocido 6, entonces 6,(X) y
6,(X) son funciones de la muestra aleatoria X = {X;, X,, ..., X,,} que se utiliza para estimar 6. Por
tanto, €;(X) y 6,(X) son variables aleatorias que tomardn distintos valores segun cual sea la
muestra que se elija.

A modo de ejemplo, en el caso particular de la estimacion de la media de una distribuciéon normal
S S

ﬁtn—l,aﬂ’ ﬁtn—l,a/z

2. Por tanto antes de tomar la muestra no sabemos cudales son los valores que van a tomar 6,(X) y
6)(X). Como el valor del parametro 8 es una cantidad fija desconocida, en ese momento tiene
sentido hablar de la probabilidad de que el intervalo [ 6,(X),0(X)] contenga al parametro 6.

estas variables son 6, (X,,..,X,)=X — 0,(X,,...X,)=X+
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Una vez que se ha tomado la muestra, las variables X;, X,, ..., X, toman valores concretos X;=x;,
Xo=x,, ..., X,=x,, por lo que las funciones &,(X) y &(X) toman también valores concretos:

A

6 =6,(X)=6(x,x,,...x,)
éz =0, (X):'gl (‘xl’x2""’xn)

con lo que también el intervalo de confianza queda particularizado al intervalo concreto [é’l,éz] .

En este momento, el valor 8 o bien pertenece a ese intervalo o bien no pertenece al mismo. Ya no
tiene sentido hablar de la probabilidad de pertenencia.

Es una cuestion en cierto modo parecida a preguntarse por la probabilidad de sacar cara al lanzar
una moneda equilibrada; antes de lanzar la moneda esta probabilidad es 2. Lanzamos la moneda
y la tapamos para no ver el resultado; en este momento no cabe preguntarse por la probabilidad
de sacar cara en esta tirada, puesto que la tirada ya se ha realizado y tiene un resultado concreto;
como mucho podremos valorar en %2 nuestra confianza en que haya salido cara.

De ahi que estos intervalos reciban el nombre de intervalos de confianza: como el procedimiento
de construccion de los mismos garantiza a priori una probabilidad 1-o de contener al parametro, a
posteriori podemos tener una confianza 1-a de haberlo “capturado” en nuestro intervalo.

El valor de confianza de un intervalo puede entenderse también del siguiente modo: si
obtuviésemos un numero grande de muestras, de tamafio n cada una de ellas, y para cada una
calculasemos el intervalo de confianza correspondiente, del hecho de

queP(@e [6,(x).6, (X)]) =1-a se sigue que, de todos los intervalos obtenidos, una proporcion

1-a contendran al valor del parametro, y una proporcion & no lo contendran.

Ejemplo: Hemos simulado que se
realiza 100 veces la experiencia de
obtener una muestra de tamafio 20 de S
temperaturas de microcomponentes

intervalos de confianza obtenidos. 5
Como puede apreciarse cuatro de los
mismos, que hemos marcado en rojo, —
no contienen al valor medio de la

e
e
electronicos en  régimen de e
funcionamiento normal. En la e
simulaciéon se han generado datos e
correspondientes a —
microcomponentes cuya temperatura ——————
media poblacional en régimen de e
funcionamiento normal es de 25 e
grados. La figura 6.1 muestra los 100 :7%;7
—
e

s —
., —

poblacion, 25. Ello era de esperar, — = e

. e e e E—
pues al calcular los intervalos al 95% —

- —
cabe esperar que del orden del 5% (en S
. . e

este caso han sido cuatro intervalos)
de los mismos no contengan al \ \ \ T T T
parametro. 22 23 24 25 2% 27 28

>

Figura 6.1: 100 intervalos de confianza calculados,
respectivamente, a partir de 100 muestras de tamafio 20
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Este es un experimento simulado en el que hemos repetido 100 veces la realizacion de 20 medidas.
Ahora bien, como en la prdctica dispondremos realmente de una unica muestra, y por tanto de un
unico intervalo, no podemos estar seguros de si es uno de los que contienen al parametro o no. Lo
mas que podemos hacer es confiar en que sea uno de los que si contienen al parametro. Esta
confianza la valoramos en el 95% porque a priori esta era la probabilidad de que el intervalo
contuviese al parametro.

3.10. METODO GENERAL DE CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE
CONFIANZA

El procedimiento de construccion de un intervalo de confianza para un pardmetro € sigue en lineas
generales los pasos dados en la seccion 6.2, en que se obtuvieron intervalos de confianza para la media
1 de una poblacion normal de varianza desconocida, o en la seccion 6.3 en la aplicacion del método de
Wilson para obtener el intervalo de confianza para una proporcion.

En general deberemos disponer de una funcion pivote T(6.X), (donde X = {X;, X,, ..., X,,} es la muestra
aleatoria), que dependa de 8 y de los datos, tal que su distribucion de probabilidad sea conocida y no

dependa de 6 De esta forma, sin conocer €, siempre sera posible calcular dos valores 7(Q) y z5(Qt)
tales que:

P(t,(@)<TO,X)<t())=1-«

Si ademas la funcion 7(6.X) es mondtona en & siempre se podran obtener los valores de € que
resuelven las ecuaciones:

1(0,X)=1,()
T, X)=1,(x)
cuyas soluciones respectivas G(X, @) y 64X, @) verifican:

P(6,(X,a)<6<6,(X,a))=1-«

proporcionando asi el intervalo de confianza buscado.

Ejemplo:

Asi, en el ejemplo 1, en el que el parametro a estimar era [, la funcidn pivote utilizada fue:

X-u
T(u,X)=
(. X) =~ i
que depende de L, y cuya distribucion de probabilidad es siempre una ¢ de Student con n-1 grados
de libertad (independientemente del valor de ). En este caso, Ti(0) = -, 02 ¥ Ts(Q) = .14, y l0S

. = S = S
extremos del intervalo son 6, (X,&)=X ——=t,_,,, vy 0 (X,a)=X +—1,

\/; \/; n-la/2 *

3.11. INTERVALO DE CONFIANZA PARA EL PARAMETRO DE UNA
DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Vamos a ocuparnos ahora del céalculo del intervalo de confianza para estimar el parametro A de una
distribucion exponencial. Para ello supondremos que se dispone de una muestra {X;, X5, ..., X,} de
observaciones independientes. Sabemos que si X = exp(A), entonces E[X] = 1/A. Por tanto A = 1/E[X],
lo que sugiere el siguiente estimador por el método de los momentos para A:
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|
i ==

X
Hemos visto en el tema 4 que si X, X5, ..., X, son n variables exponenciales de parametro A, su suma

n
Y= ZX . sigue una distribucion Gamma(n, A). Consideremos ahora la variable:
i=1
n

> X,

V =24y =243 X, =2n T — =2nAX

i=1 n

V' se obtiene a partir de Y por un simple cambio de escala (ya que resulta de multiplicar Y por la
constante 2A). Por tanto, la forma de la distribucion de probabilidad de ¥V sigue siendo una gamma, con
los parametros alterados por el cambio de escala, esto es, V' = Gamma(a,ff). Para determinar 'y
observemos primero que:

o , o
M, = E O, = F
de donde se sigue facilmente que:
2 4
=t et
o, p
Ahora bien, al ser Y =~ Gamma(n, 1), se tiene que:
n , _n
My = Z Oy = ?

y como V' =217, por las propiedades de la media y la varianza de variables aleatorias frente a cambios
de escala:

n n
Hy =224ty = 24— =2n o, =(24) o} =(21)2?=4n
Por tanto:
2 2
a:%:in =n ﬂ:ﬂ_zzﬁ:l
” n o, 4n 2
Asi pues:

V =2AnX = Gamma(n,%j = ZZzn

V' es una funcion pivote en el sentido que se ha
descrito en 6.5, ya que: S -
— ¥V depende del parametro desconocido A,

— La distribucion de probabilidad de V' no 2
depende de dicho parametro ya que, como
acabamos de ver, la distribucion de V es
siempre una variable 7* con 2n grados de  Q/2
libertad cualquiera que sea el valor de A..

La tabla de la distribucion #* nos permite obtener
los percentiles ¥, ., ¥ Xona» de forma que:

P(lzzn,l—a/z SVSlzzn,a/z)zl_a i \ T T \

0.00

0 5 10 15 20
Por tanto:
2 2
2 T<t Vi Xoni-ar2 Xonar2
P(ZZn,l—w/Z <2nAX SZZn,a/Z)_l a ’ ’
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Dividiendo todos los términos del interior del intervalo por 2nX :

P(Zzzn,l—z/z < ﬂ, < zZZn,w_/Z J =l-«

2nX 2nX

o lo que es lo mismo:

P /16 12211‘111/2 , ZZzn,Dt_/Z — 1 —a
2nX = 2nX

De esta forma el intervalo de confianza a nivel 1-a para el pardmetro A de una distribucion
exponencial es:

Zzzn,l—a/z lzzn,a/z
2nX  2nX

Ejemplo: en una instalacion eléctrica, cada vez que se funde un fusible, es reemplazado por
otro de iguales caracteristicas. El tiempo entre reemplazamientos se supone exponencial. A
partir de los datos de los tltimos 20 fusibles que se han reemplazado, se ha obtenido un tiempo
medio entre reemplazamientos de 23 dias. Se desea estimar el valor del parametro A, asi
obtener como un intervalo de confianza al 95% para dicho parametro.

El estimador de A es simplemente i=%=%=0.0435. En la tabla de la distribucion y*

encontramos los valores ¥ o5 = 24.433, X1 005 =39.342. Por tanto el intervalo de confianza
al 95% es:

{lfn,l_m an,mz}_{ 24433 59.342

a2 e , =[0.0266,0.0645]
2nX " 2nX | [2-20-2372-20-23

3.12. INTERVALO DE CONFIANZA PARA EL PARAMETRO DE UNA
DISTRIBUCION DE POISSON

Otra situacion frecuente en la practica es que los datos disponibles procedan de una distibucion de
Poisson de parametro A. Recuérdese que la distribucion de Poisson contaba el nimero de sucesos
discretos observados en un determinado periodo de tiempo: niimero de pequeias averias diarias en una
planta eléctrica, numero de correos electronicos que se reciben por hora, etc. Si X = P(A), el hecho de

que E[X]=A sugiere estimar A mediante A=x. Sise dispone de una muestra {X;, X, ..., X,} de
observaciones independientes de la variable de Poisson, puede demostrarse que el siguiente intervalo
garantiza un nivel de confianza de al menos 1 - & para la estimacién del parametro:

Ae| 22 e Zan | m=20F, my,=2(nT+)
2n"" 2n"®

Ejemplo: Se realiza un estudio del numero de pequefias averias diarias que ocurren
diariamente en una planta industrial. Para ello se han seleccionado al azar n=40 dias del
ultimo afio y se ha contado el nimero de pequeias averias cada dia. En total en ese periodo se
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observaron 134 de estas averias. Suponiendo que el nimero de pequeias averias diarias sigue
una distribucion de Poisson se desea estimar su pardmetro con un intervalo de confianza del
95%.

Podemos estimar 2=2=%=3.35. Para obtener el intervalo de confianza utilizando la

expresion anterior obtenemos:
n1=2nf=2-40-ﬁ=268, n,=2 40-ﬁ+1 =270
40 40
12268,0975 =1224.5465, 12270,0025 =317.4092

Por tanto, el intervalo de confianza al 95% es:

Ae [8—10224.5465,8—10317.4092} [2.80683, 3.96762]

3.13. OTROS INTERVALOS DE CONFIANZA

3.13.1. Intervalo de confianza para el cociente de varianzas de poblaciones normales

Hemos visto que, dadas dos muestras de tamafios respectivos nl y n2 de dos poblaciones normales, el
cociente de sus varianzas sigue la distribucion:
2 2
5.0

2 2 m—=1,n,~1
SZ O-l

Ahora, como:

Q]
P(Ezl—l,nz—l,l—a/z =< F;zl—l,nz—l < E11—1,nz—1,a/2 ) =
=l-a @
Se tiene que: °
5 3 2
1 9 —1_
P Eal—l,nQ—l,l—a/2 S?? SEal—l,nQ—l,aQ =l-a
> O
/2
De donde, despejando el cociente de varianzas
poblacionales en el centro del intervalo: N
S o2
g2 F S I-a /
=2 <2 <2 =1-
P Slz E11—1,n2—1,1—a/2 - 0_12 - Slz m=lm—l,0/2 1 22 g
T T T T T T
0 1 2 4
y si tenemos en cuenta que: x
Foo- 1 B im-1i-ar F, m=Ln,~La/2
n,m,x
Fm,n,l—a

podemos expresar el intervalo de confianza a nivel 1-a para el cociente de varianzas de poblaciones
normales como:
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o [ SIS SIS
76 ,
a

Eh —Lm—la/2 EIQ ~Ln-1,1-a/2

3.13.2. Intervalos de confianza para la diferencia de medias de poblaciones normales.

Supondremos que se dispone de una muestra de tamafio n; de una variable aleatoria N(l,,6,), y de otra
muestra de tamafio n, de otra variable N(l,,0,), en las que se han estimado las medias muestrales

. - — , . . 2 2
respectivas, X, y X,, asi como las varianzas muestrales respectivas s, , S,

3.13.2.1. Muestras Independientes: Varianzas conocidas.

Sabiendo que:

podemos proceder de modo analogo al caso del intervalo de confianza para la media de una poblacion
normal con varianza conocida obtenemos el intervalo a nivel 1-o:

3.13.2.2. Muestras Independientes: Varianzas desconocidas e iguales.

En este caso

(”1 _1)512 +(n2 _l)szz

n+n,—2

Procediendo de modo analogo al caso del intervalo de confianza para la media de una poblacion
normal con varianza desconocida obtenemos el intervalo a nivel 1-a:

3.13.2.3. Muestras Independientes: Varianzas desconocidas y distintas.

2 2
Sy %
- nom
=1, ,siendo n = 3 3
2 2
s, 1 S5 1

el intervalo de confianza a nivel 1-o sera:
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3.13.2.4. Muestras emparejadas.

En este caso:

(X, —X,) (4 - ) Z((X‘f_XZ")_(_‘_)_(Z))Z

. i= 2 2
~t,_,,siendo 5, =1-= =4/ +5, —2rs,s,
s, /\n

y r el coeficiente de correlacion entre X; y X;. El intervalo de confianza a nivel 1-o es:

3.13.3. Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones en poblaciones
independientes.

Supondremos que se dispone de una muestra de tamafio #; de una variable aleatoria de Bernoulli b(p;)
y de otra muestra de tamafio n, de otra variable también de Bernoulli b(p;), habiéndose extraido ambas
muestras en poblaciones independientes (por ejemplo p; puede ser la proporcion de machos en cierta
especie de tortugas, y p, puede ser dicha proporcion entre las tortugas de otra especie). Sean ng; y ng,
el numero de éxitos observados, respectivamente en cada una de las muestras. Las proporciones
poblacionales pueden estimarse entonces como:

Si se cumple que:
p, >0.05, (1—[9] ) >0.05, n,p, >20, n (1-p,)>20
p,>0.05, (1-p,)>0.05, n,p, >20, n, (1-p,) >20
de acuerdo con el teorema central del limite:
5 EN[% fal(l—fal)} 5 EN{pZ, foza—faz)J
n, n,

y por tanto:

N p(=p)  p,(1-p,)
p—DP, =N p1_p2a\/ : 42 2
n n,

De esta forma:
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ﬁ](l_ﬁ1)+ﬁz(1_ﬁ2) =1
n n,

ﬁl(l_ﬁl)+ﬁ2(1_ﬁ2)
n, n,

-

P ﬁl_ﬁ2_za/2\/ Sp1_pzSﬁ]‘lsz"'zmz\/

con lo que el intervalo de confianza a nivel 1-a para la diferencia de proporciones sera:

]31 (1_]3)1 + ﬁz(l_ﬁ)z
n n

p—-pt Za/Z\/
Este intervalo mejora afiadiendo una correccion por continuidad:

ﬁ1(1_131)+ﬁ2(1_132)+1(i+ lj

n, n, 4\n n,

D—DE Za/z\/

3.13.4. Intervalo de confianza para el cociente de proporciones en poblaciones
independientes.

Una manera habitual de comparar dos proporciones medidas en poblaciones independientes es
mediante el riesgo relativo, definido como:

Si se dispone de sendas muestras en las poblaciones de referencia, el riesgo relativo puede estimarse
como:

A_D
p==
P
Puede probarse que:
1 1-p
var (log p) = Py " P
mpy mp,

y que, aproximadamente:
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3.14. CONTRASTES DE HIPOTESIS

Hasta ahora, en el ambito de la inferencia estadistica, nos hemos ocupado solamente del problema de
la estimacion de parametros: como utilizar una muestra para obtener un valor proximo al de un
parametro caracteristico de una poblacion de interés, y como hallar un intervalo dentro del cual
podamos estar razonablemente seguros (con un nivel de confianza predeterminado) de que se
encuentra el valor real de dicho parametro.

Sin embargo muchos de los problemas con que se encuentra un cientifico al investigar un fenémeno o
situacion de interés se plantean en términos de tener que decidir sobre la veracidad o falsedad de
alguna conjetura o hipotesis. Esta hipotesis:

» Puede haber sido sugerida por una serie de observaciones repetidas de un fenémeno o
situacion de interés.

» Puede haber sido deducida de un modelo tedrico.

» Puede deberse a la intuicion del investigador, que trata con ello de explicar algunos hechos
observados.

» Puede simplemente reflejar las condiciones en que debe desarrollarse cierto proceso (natural o
artificial) y que hay que comprobar si se cumplen o no.

Por ejemplo:

¢ Se ha disefiado un nuevo método de depuracion de agua, cuyas caracteristicas fisico-quimicas
inducen a suponer que reduciran la concentracion de ciertos contaminantes bioldgicos con
mayor eficiencia que el método que se venia usando hasta ahora. ;Sera verdad esta
suposicion?

e Se cree que cierto compuesto quimico actiia sobre los peces que se crian en tanques de cultivo,
reduciendo los niveles de estrés que presentan estos animales al tener que compartir un
espacio reducido con un elevado niimero de congéneres. (Es cierta esta conjetura?

e Diversos estudios argumentan que la distribucién espacial de cierta especie vegetal se
encuentra fuertemente asociada a la presencia de determinados rumiantes. ;Existe realmente
dicha asociacion?

¢ Un método de analisis quimico A es mucho mas caro que otro método B, pero /es realmente
mucho mas preciso?

e ;Ha aumentado realmente el gasto medio por turista en las Islas Canarias con respecto a hace
diez afios?

e ,Latasa de mortalidad en cultivos marinos realizados en tanques cerrados es superior a la que
se produce en cultivos en mar abierto?

Todos estos ejemplos se caracterizan por describir situaciones en las que es imposible realizar un
experimento u observacion que nos confirme o desmienta de una manera absolutamente segura la
hipétesis planteada. De ahi que los procedimientos para tomar decisiones sobre la veracidad o falsedad
de estas hipotesis hayan de ser necesariamente procedimientos estadisticos, que permitan calcular la
probabilidad de que se tomen decisiones errdneas.
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Una hipétesis estadistica es una afirmacion o conjetura con respecto a una o mas poblaciones. Se

llamara hipdtesis nula (Hy) a la hipdtesis de partida, que se desea poner a prueba para decidir sobre su
validez, ¢ hipdtesis alternativa (H;) a la hipdtesis que sera aceptada en caso de que se rechace Hy.

Las hipotesis estadisticas pueden plantearse de muy diversas formas:

» En funcion de los parametros de una o varias poblaciones: ;el valor medio de cierta variable
en una poblacion es cero?, ;son iguales las medias de dos poblaciones?, ;la proporcion de
sujetos con cierta caracteristica supera el 70% de la poblacion?.

» En términos de la forma de la distribuciéon de la variable de interés: ;se distribuye una
variable de igual forma en dos poblaciones?, ;es normal la distribucién de una variable?.

» En términos de caracteristicas de asociacion: ;son dos variables independientes?, ;la
relacion entre dos variables es lineal?

Un contraste o test de hipdtesis estadistico es un método que nos permita decidirnos por Hy o por H;
en funcion de la evidencia disponible y del margen de error que estemos dispuestos a aceptar.

Tipos de hipdtesis estadisticas

Una hipdtesis es simple cuando propone un valor concreto para un parametro. En caso contrario se
dice que es compuesta.

Ejemplo 1: Ejemplo 2:
H,:p=0.4]|Simple H,: u<15|Comp.
H, :p=#0.4] Comp. H,: u>15) Comp.
Ejemplo 3: Ejemplo 4:

H,:p= 0.4}Simple H,:p=04|Simple
H,:p=0.7] Simple H, :p>04] Comp.

Tipos de Error en los contrastes de hipétesis.

La verdad o falsedad de una hipétesis estadistica no puede conocerse con absoluta certeza a menos que
examinemos toda la poblacién. Dado que observar toda la poblacion es usualmente imposible, en la
practica deberemos conformarnos con la informaciéon que nos aporte una muestra de la misma. Dado
que ademas esta informacidon sera en general incompleta, debemos ser conscientes de que todo
contraste de hipotesis estadistico es susceptible de cometer dos tipos de error:

e ERROR TIPO I: Rechazar una hipotesis nula que es verdadera (y por tanto aceptar una
hipotesis alternativa falsa)

e ERROR TIPO II: Aceptar una hipotesis nula que es falsa (y por tanto rechazar una
hipoétesis alternativa verdadera)
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En general, llamaremos:
a = P(Error Tipo I) = P(Rechazar H,/H, es cierta)
B = P(Error Tipo II) = P(Aceptar H,/H, es falsa)

Asi pues, las situaciones posibles al realizar un contraste de hipotesis son:

H, cierta H, falsa
Aceptar H, Decision correcta Error tipo 11
Rechazar H, Error tipo I Decision correcta

3.15. CONTRASTES DE SIGNIFICACION

Aunque existe una teoria general debida a Neyman y Pearson para el planteamiento y resolucion de
contrastes de hipdtesis estadisticos de manera Optima, en este curso nos limitaremos a estudiar el caso
particular de los contrastes o pruebas de significacién, desarrollados por Fisher, que dan lugar a los
métodos de contraste de hipdtesis mas extendidos en la préctica cientifica habitual.

El procedimiento general de las pruebas de significacion es el siguiente:

1. Fijar las hipotesis nula (Hy) y alternativa (H,) y la probabilidad de error de tipo I, o.

2. Determinar un estadistico de contraste 4X;,X;, ...X,) que mida de algin modo la
discrepancia existente entre lo que especifica en Hy y lo que se observe en una eventual
muestra aleatoria X,X5, ...,.X,. La distribucion de probabilidad de & ha de ser conocida cuando
H, es cierta.

3. Determinar el conjunto R, de valores mas probables de 8 cuando Hy es cierta (region de
aceptacion), de tal forma que:

P(6€ R,/H, escierta) =1-«

4. Obtener una muestra representativa de la poblacion a la que se refieren las hipotesis, y evaluar
el valor 6., que toma &X,,X>, ....X,) en dicha muestra.

5. Si Qexp eR y aceptar Hy. En caso contrario rechazar Hy y aceptar H;.

Notese que, con la regla de decision especificada en el punto 5, rechazar H, equivale a que
l9exp ¢ R, . Asi, la region de aceptacion especificada en 3 implica que:

P(Rechazar H,/H, cierta) = P(6,,, ¢ R, /H, cierta) =,

exp

y por tanto este método garantiza que la probabilidad de cometer un error de tipo I es como mucho o.

La logica de este método es evidente: si Hy fuera cierta, lo mas probable seria que el valor de &
observado (el 6.,) cayera en la region de aceptacion. Si una vez tomada la muestra es justo eso lo que
ocurre, entonces debemos concluir que no hay evidencia de que la hipétesis nula sea falsa, ya que se
observa algo que era probable que ocurriese si fuera cierta. Por tanto se acepta Hy. Si por el contrario,
al tomar la muestra el valor de 6., cae fuera de la region de aceptacion, se estaria observando un valor
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muy improbable de @en caso de ser Hy cierta. Ello significaria que hemos encontrado evidencia de que
Hjy es probablemente falsa y por tanto se rechaza.

Ejemplo:

Las algas de cierta especie que se cultivan con fines farmacologicos son muy sensibles al pH del agua.
Se ha observado que el desarrollo de estas algas es 6ptimo cuando el pH promedio es 1, y diariamente
se realizan controles con el objetivo de aplicar medidas correctoras (afiadir aditivos quimicos al agua)
si el pH se aparta de este valor. Estos controles consisten en tomar 5 muestras de agua y evaluar el pH
en cada una. En un dia en que el pH medio de las cinco muestras es de 1.2 con una desviacion tipica
de 0.4.;seria preciso aplicar alguna medida correctora? (se supone que la distribuciéon del pH es
normal)

1. Si llamamos K al pH medio real del agua, el problema puede plantearse como una decision
entre las hipotesis:

Hy:u=1
H u#l

2. Dado que el mejor estimador de la media poblacional L es la media muestral X , podemos
medir la discrepancia entre la hipotesis nula (u=1) y lo observado en la muestra mediante la

diferencia | X -1|. En efecto, si X es parecida a 1, la muestra es poco discrepante con Hy;
cuanto mas lejos esté X de 1 mayor serd esta discrepancia. Pero ;como de lejos debe
estar X de 1 para rechazar H, ?

Para responder a esta pregunta observemos que aunque | X -1| no tenga directamente una
o . : : . X-1
distribucién de probabilidad conocida, sabemos que si Hy, es cierta, entonces ———= =
s/\5
Obviamente este estadistico es también una medida de discrepancia entre la muestra y Ho, ya

que su valor absoluto aumenta cuanto mas lejos esté la media muestral de la media hipotética
u=1. Por tanto, nuestro estadistico de contraste para este problema sera:

X-1

5

0(X,,X,,... X,)

3. Para determinar el conjunto de valores mas probables de este estadistico cuando Hy es cierta,
si elegimos a=0.05, bastara determinar el J tal que:

X-1
P H, escierta [=0.95
(s/f o i -
Cuando Hy es cierta = ——— y por tanto O = tyo.00s =2.776
s/ \/— o

Asi pues, la region de aceptacion para nuestro contraste es:

R,=1{6/|6|<2.776} =[-2.776,2.776]
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Dicho de otra forma, si Hy es cierta, lo mas probable (con probabilidad 0.95) es que el valor
que se observe en el estadistico de contraste caiga en el intervalo [-2.776, 2.776]. Al mismo
tiempo garantizamos que la probabilidad de cometer un error tipo I es como mucho 0.05.

4. En nuestra muestra:

><|

=1.11

s/\/_ 04/\/_

5. Como 6., € R, aceptamos Hy. El valor observado estd dentro de lo que era muy probable
observar si Hy fuera cierta. Por tanto no existe evidencia para rechazar H,.

Otra forma alternativa y equivalente de plantear las pruebas de significacion es la siguiente:

1. Fijar las hipotesis nula (Hy) y alternativa (H;), y la probabilidad de error de tipo I, c.

2. Determinar un estadistico de contraste &X.X,, ....X,) que mida la discrepancia entre la
muestra y Ho, y cuya distribucidn de probabilidad sea conocida cuando Hy es cierta.

3. Obtener una muestra representativa de la poblacion a la que se refieren las hipotesis, y evaluar
el valor 6., que toma &X,,X, ....X,) en dicha muestra.

4. Calcular la probabilidad de obtener un valor tanto o més extrafio que €., si H, fuera cierta
(esta probabilidad suele denominarse p-valor).

5. Si esta probabilidad es alta (p-valor > o) se acepta Ho; en caso contrario (p-valor < ) se
rechaza Hy y se acepta la alternativa H;.

En la practica para aplicar las pruebas de significacion de esta segunda forma suele ser preciso el uso
del ordenador, ya que el célculo de la probabilidad sefialada en el punto 4 habitualmente requiere el
calculo de sumatorias o integrales no inmediatas.

Ejemplo:
En el ejemplo anterior:

X

6(X,.X,,... X,) 6,,=1.11

Entonces:

/I

=2-0.164=0.328

P(6>6,,/H, cierta) =P >1.11|=P(|t,|>1.11)=2P(t, > 1.11) =

Por tanto, cuando H, es cierta es bastante probable (0.328) que el estadistico de contraste valga al
menos 1.11. Asi pues, no hay evidencia para rechazar la hipétesis nula.
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Relacion entre los dos tipos de error en los contrastes de hipétesis.

A la probabilidad o de cometer un error de tipo I, rechazar la hipotesis nula cuando es cierta, se la
llama nivel de significacion del contraste. Este error se fija a priori, y depende de la gravedad o
importancia que tenga el rechazar una hipoétesis nula que es verdadera.

A la probabilidad 1- =P (Qexp ¢ R, / H, falsa) se la llama potencia del contraste, y representa la

probabilidad de rechazar la hipotesis nula cuando es falsa. La probabilidad B, complementaria de la
potencia, representa la probabilidad de cometer un error de tipo II, esto es, aceptar una hipotesis nula
falsa.

En general, el comportamiento de ambos tipos de error es inverso: para un tamaiio de muestra fijo,
disminuir el valor de o significa un incremento de B; y viceversa, una disminuciéon en B lleva
aparejado un incremento en 0.

La razdén de este comportamiento es bastante intuitiva: disminuir o, debido al modo de construccioén
del contraste, significa tomar una region de aceptacion mas grande; y si la region de aceptacion se
hace mas grande sera mas facil también aceptar Hy cuando sea falsa, esto es, cometer un error de tipo
I1, por lo que B sera mayor.

Si se desea que tanto o como 3 disminuyan, sera en general necesario incrementar el tamafio de la
muestra (en otras palabras, aumentar la cantidad de informacion disponible).

Ejemplo:

En el ejemplo anterior, para el contraste:
H,:pnu=1
H:u=+l

hemos aceptado la hipétesis nula (u=1) atin cuando la media muestral era 1.2. ;Cual es la probabilidad

B de cometer un error de tipo II en este contraste, esto es, cual es la probabilidad de aceptar Hy siendo
falsa?

Para calcular esta probabilidad hemos de observar que si H, es falsa es porque el valor medio
poblacional del pH es un valor " distinto de 1. Por tanto el valor de B depende de cuanto valga p" o,
dicho de otra forma, B es una funcién del verdadero valor p° de la media poblacional. Ademas

. . ., L. X-1
hemos de tener en cuenta que si la verdadera media de la poblacion es u*#1, el estadistico —— ya

s/\5

no sigue una distribucion ¢ de Student, y si lo hara el estadistico X-u

s/N5

Por tanto:
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,B(,u*) = P(Aceptar HO/H0 falsa porque & = 4" ) =
=P <2776 Ju=u" 2776< X1 S2776/,u:,u* =
s/ f / J ( 5
X-u +u - / .
=P| 2716 ——F—=—— <2.776 U= |=
s/ Js j
ﬂ X ﬂ ' _1 *
=P|-2.776 - <2.776- u=u |=
s/f J45 I J
ﬂ
=P —2.776—7<t <2.776-
s/5 s/5 j
_ple, 06N pl 227762
s/\5 sIN5 J_
En la tabla siguiente mostramos los valores de B(u*) para diversos valores de i (con s=0.4):
T 0.0 0.2 0.4 0.6 08| 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
B(p*) ]0.0235 10.0816 |0.295 |0.687 |0.905 [0.95 [0.905 |0.687 [0.295 |0.0816 |0.0235

Graficamente:

B(w)

0.8

0.4

0.2

0.0

Como puede apreciarse, el error B(U*) es tanto mayor cuanto mas proximo esté u* a 1, alcanzando su
maximo cuando u* coincide con el valor especificado en la hipdtesis nula (u*=1), en cuyo caso se
tiene que B(1)=1-0=0.95. La razén de este comportamiento de [ es bastante intuitiva: en nuestro
contraste estamos tratando de decidir si la verdadera media de la poblacion es 1; serda mas facil
equivocarse aceptando que es 1 cuando realmente es 1.05 o 1.1 (el verdadero valor u* esta cerca de 1)
que cuando la verdadera media es un valor mas alejado de 1, como el 2 6 el 3.

Del mismo modo que hemos hecho un grafico del error tipo II, podemos hacer un grafico de Ila
potenc1a de este test, su capacidad para rechazar Hy cuando es falsa porque la verdadera media es

u;tl
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0.8 1.0

1-B(w)

04

0.2
|

r . o * . * .
Aqui vemos que la potencia es minima en W =1, y va aumentando a medida que (L se aleja de este
valor.

Otra forma de entender la relacion entre o y  en este problema (y también en casos mas generales)
consiste en observar que si Hy es cierta, entonces:

X-1_
s/\I5
y como la region de aceptacion debe obtenerse de forma que:

P(6(X,.X,,...X,)e R, /H, cierta) =1-«

6(X,,X,,..X,)= 1,

resulta que para a=0.05:

Ry =ty grotsn | =[-2.776,2.776]

Ahora bien, si Hy es falsa, la probabilidad de un error tipo Il cuando la verdadera media es u* es:
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£ *

" u -1 o =1
=P|2776———+=<1t, <2776 ——= |=
ﬂ('u) S/\/g 4 S/\/g

esta probabilidad corresponde al area entre —2.776 y 2.776 bajo la curva de la t de Student con 4

-1
P|-2776<t, +——=<2.776
NING

*

u -1
s/N5

, . . . . , . . *
En las gréaficas siguientes hemos dibujado esta 4rea para varios valores de la alternativa u . Como
puede apreciarse, cuanto mas proxima esta la alternativa a 1, mayor es el area (mayor es el error tipo
II). Cuanto mas se aleja, mas disminuye el area:

grados de libertad desplazada en una cantidad

p =0.8 p =13
«@ | «@
o o
o Y]
o o
< 51
e =
o T T T T T T T o T T T T T T T
-4 -2.776 -1 0 1 2776 4 -4 -2.776 -1 0 1 2776 4
W=05 W=16
™ ™
o ol
N N
oS (=)
51 5
o T T T T T T T o T T T T T T T
-4 -2.776 -1 0 1 2.776 4 -4 -2.776 -1 0 1 2.776 4
uw=0 p =18
™ ™
o o
o Y]
o o
< 51
e =
o T T T T T T T o T T T T T T T
-4 -2.776 -1 0 1 2776 4 -4 -2.776 -1 0 1 2776 4
0 0
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Para apreciar ahora la relacion entre los dos tipos de error y el tamafio de la muestra, notemos que la
probabilidad de error II para una muestra de tamafio #, y para un error tipo I con valor o fijo es:

o~ u -1
,B(ﬂ ) =P\ —t, 14 St + Slian
s/<In
que corresponde al area entre —f,,.1 o ¥ fn.1,02 bajo la curva de la t de Student con n-/ grados de libertad
-1 4 -1 ,
e \/; . Por tanto, tal como se aprecia en las graficas, para
s/Nm s
un valor de o fijo cuanto mayor es n, mayor es el desplazamiento y menor es el area B (en amarillo en
las graficas) correspondiente al error I1:

desplazada en una cantidad

n=70

=
Il
—
-
S
Il
o
II

02 03 04

0.1

_,,/

-4 -2.78 -1 0 1 278 4 -4 -1 99 1 199 4

p=11 n=10 =1 n=100

02 03 04

0.1

-4 226 -1 0 1 2.26 4 -4 -1 98 1 98 4

W=11 n=30 =11 n=300

0.4

0.2

0.1

0.0

-4 205 -1 0 1 205 4 -4 -1 97 197 4
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Tratamiento asimétrico de las hipotesis en un contraste

1. El tratamiento de las hipdtesis nula Hy y alternativa H; no es simétrico: cuando la hipétesis
nula H, se acepta no es porque dicha hipotesis sea verdadera, sino porque no existe una
evidencia clara de que sea falsa.

2. Asimismo, cuando Hj se rechaza es porque hay una fuerte evidencia en su contra. Por tanto, si
H; especifica lo contrario de Hy, H; se acepta con una fuerte evidencia en su favor.

3. Por esta razon, cuando en un contraste se acepta la hipdtesis nula se dice que el contraste ha
resultado no significativo. En caso contrario el contraste es significativo.

Esta asimetria debe tenerse muy en cuenta al plantear un contraste de hipoétesis, sobre todo si el
tamafio de la muestra no es demasiado grande. Asi, por ejemplo, en los dos siguientes contrastes,
aparentemente equivalentes:

Contraste 1 Contraste 2
H,:u<u, Hy:p>p,
H, :u>u, H, :u<u,

(la hipdtesis nula del primer contraste es la alternativa del segundo y viceversa), en caso de aceptar la
hipotesis nula en el primer contraste, lo hariamos por no haber evidencia en su contra; la misma
hipotesis, en caso de ser aceptada como alternativa en el segundo contraste, lo seria por tener fuerte
evidencia a su favor.

Por tanto, si al poner a prueba una hipdtesis queremos, en caso de aceptarla, hacerlo con mucha
evidencia a su favor, deberemos plantear tal hipdtesis como hipoétesis alternativa del contraste.

Si observamos que:

@, = P(Rechazar u < 4, /Realmente es ¢ <y, )

Contraste 1

B, = P(Aceptar u < u,/Realmente es i > 14, )

o, = P(Rechazar 4 > y, /Realmente es 1 > u, )

Contraste 2

B, = P(Aceptar x>y, /Realmente es u < 14, )

nos daremos cuenta que la causa de lo anterior es que, aunque o esté controlado (se fija siempre a
priori en un valor pequefio), tal como ya hemos visto la probabilidad  de aceptar la hipotesis nula
siendo falsa puede ser alta; por tanto la hipotesis que se acepta como nula puede llegar a tener una
probabilidad alta de ser falsa. Sin embargo, si la hipotesis nula se rechaza (la alternativa se acepta), la
probabilidad de que sea verdadera (la alternativa falsa) es o que, por construccion del contraste, es una
cantidad pequena (habitualmente 0.01, 0.05 6 0.1).
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Ejemplo:

Si en nuestro ejemplo, las algas se desarrollan bien si i > 1, pero mueren si i < 1, el contraste de
hipétesis adecuado seria:

Hy:u<l1
H o u>l1

ya que en caso de aceptar H, tomariamos alguna medida correctora para garantizar que |L = 1, y en
caso de rechazar Hy, estariamos bastante seguros de que las algas van a desarrollarse bien.

Si el tamafio de la muestra es lo suficientemente grande como para que o0 y [ sean pequefios, es
indiferente cual hipdtesis se coloca como nula y cual como alternativa.

Contrastes unilaterales y contrastes bilaterales.

Al conjunto complementario de la region de aceptacion en un contraste de hipotesis se le llama region
de rechazo o region critica.

En el contraste de hipotesis que hemos estado utilizando hasta ahora como ejemplo:
Hy:u=1
H u#l
la region de aceptacion era [-2.776, 2.776]. Por tanto, la region critica es (-co, -2.776)(2.776, ). Los

contrastes cuya region critica es de esta forma (dos intervalos correspondientes a las colas de una
distribucion) se denominan contrastes bilaterales.

0.2

I-a
Region de
aceptacion

0.1

Regi(%n de
Rechazo

Cuando la region critica se situa a un solo lado, el contraste se denomina unilateral.
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Los contrastes unilaterales corresponden a contrastes de hipotesis del tipo:
H,:u<l1
H u>1

Ejemplo:

Si suponemos que las algas de nuestro ejemplo se desarrollan bien si p > 1, pero mueren si L < 1,
siendo W el pH medio del agua del tanque de cultivo, el contraste de hipotesis adecuado seria el
anterior. Si en 7 analisis de agua hemos obtenido un valor medio de pH X = 1.1, con desviacion tipica
0.3, ;hay evidencia suficiente para rechazar Hy?

Ahora como medida de discrepancia entre la hipotesis nula y la muestra observada podemos elegir el

valor de X —1. Cuanto mayor y mds positivo sea este valor, mas discrepante serd la muestra con H,.
El mismo argumento puede aplicarse a la cantidad:

£
s/\In

que en el caso particular de que la hipotesis nula sea verdadera porque L = 1, seguird una distribucion ¢
de Student con n-1 (en este caso 6) grados de libertad.

0(X,,X,,....X,)=

La region de aceptacidon sera el conjunto de valores de @ mas probables cuando H, es cierta (menos
discrepantes con Hg). Por tanto esta region habra de comprender los valores de 8 menores que un
cierto 8, (ya que los valores grandes son los mas discrepantes), esto es:

R,={6/6<86,)

donde el valor de 8, se obtiene de:

l-a=P(6<86,/H, cierta) :P( H, ciertaJ: P(t,,<6,)=>6,=t,,

X1

s/\ln ="

En concreto, con n=7, si ¢=0.05 se tiene que 7 905 = 1.943. Por tanto la region de aceptacion es
R, = [—00,1.943]

Por tanto, en este contraste se aceptrra Hy si:

X1

s/<In

es menor o igual que 1.943, y se rechazara en caso contrario. Si sustituimos los valores obtenidos en la
muestra:

(X, Xy, X,)=

)‘(—1: 1.1-1
S/\/; 0.3/\/7

Por tanto el valor del estadistico de contraste cae en la region de aceptacion, lo que significa que
aceptamos Hy (que [ < 1). Por tanto, aunque la media muestral haya salido ligeramente mayor que 1

=0.88
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ello no constituye evidencia suficiente de que la media poblacional no sea menor que 1. El que la
media muestral haya salido algo mayor que 1 puede deberse al simple efecto del azar en el muestreo.

IS

-4 -1.943 0 1.943
(2]

Regién Critica

Notese que el calculo de la region de aceptacion lo hemos llevado a cabo bajo la hipétesis de que p =
1, aunque la hipotesis nula especifica que L < 1. Es facil darse cuenta que la region de aceptacion asi
obtenida da lugar a que para cualquier otro valor de p conforme con Hy, la probabilidad de error tipo I
sea menor que O (ya que implicaria un desplazamiento de la curva de la ¢ hacia la izquierda, lo que
redunda en una reduccion de o)

Tamafio de la muestra para la realizacion de un contraste con nivel de significacion y potencia
prefijados.

La formulacioén vista hasta ahora de los contrastes de significacidon permite calcular a priori el tamafio
que ha de tener una muestra si se desea tomar la decisién con unas probabilidades de error I y error 11
prefijadas.

Ejemplo:

Veamos el método a aplicar a través de nuestro ejemplo inicial. Supongamos que nuestras algas son
muy sensibles al pH del agua, y que el valor medio del mismo debe estar en torno a 1, resultando
dafiino tanto el pH superior a 1.2 como el inferior a 0.8. Si todos los dias se desea realizar un control
del pH del agua, ;cuantas muestras hay que tomar para que tanto la probabilidad de realizar
intervenciones innecesarias como la probabilidad de no intervenir cuando hace falta sean ambas
inferiores al 3%?

El contraste a realizar es:

Hy:u=1
H :u+l
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Ya hemos visto que el estadistico de contraste es:

X -1
s/\In

siendo la region de aceptacion R, = I:_tn—l,a/z N ]

Por tanto, para cualquier tamafio de muestra 7, la regla de decision consistente en aceptar Hj si:

-1
j;—\/; < [_t”—l,a/z D tn—l,a/Z :I

y rechazarla en caso contrario, nos garantiza que la probabilidad de cometer un error tipo I es a.

Asimismo, la probabilidad de cometer un error tipo II cuando la verdadera media es " es:

' =
IB(,U ) =P~ gy SEF l:l/—\/; Stian

Por tanto, para conseguir una probabilidad de error tipo II inferior al 3%, deberemos determinar el
tamafio de la muestra » a partir de:

. "1
,B(ﬂ ) =P ~t, 0 S, +§/—\/; <t ia, |<0.03

Obviamente esta cantidad depende de " Por tanto primero debemos decidir para qué valores de p*
nos interesa que esta probabilidad sea inferior a 0.03. Dado que del enunciado del problema se sigue
que los valores de pH problematicos son los superiores a 1.2 6 los inferiores a 0.8, seran éstos los
valores de " que usaremos para determinar n. De hecho da igual utilizar uno 4 otro dado que ambos
se encuentran a la misma distancia del 1, y por ser simétrica la ¢ de Student B(1.2) = £(0.8). Asi,
llamando d=u'-1=1.2-1=0.2, y B=0.03 tenemos:

Pl —t, gnSt,+ S/\/_—tnla/z =fe

& Pl —

nla/2 /\/__tnl_tnla/Z /\/_

At P tn—l 2 - n “lal2 -P Z‘n—l 2 tn—l,a/z -

o
/J_ s/\In

PN o
— > __9 |_
(apr()xA)l P(tn—l = tn—l,a/Z S/\/;j
= 9 o
p(l‘,,ﬂ 2t s/\/;) =l-fo b — S/\/; s =t

(tn—l,a/Z + tn—l,ﬂ ) s ’
o

t,Hﬁ Sn=

S/\/_ nla/2

UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA M G C
MASTER OFICIAL EN GESTION COSTERA



Modulo 2.A.1. Modelizacion y Simulacion: Analisis de Datos 45
Tema 3: Estimacion y Contraste de Hipotesis

Hemos obtenido asi una formula general para el calculo del tamafio de la muestra que garantiza que
los errores tipo I y II tienen como mucho probabilidades o y B de ocurrir, siempre que la diferencia
entre el valor de la media especificado en la hipdtesis nula y el primer valor con el que no desea
confundirse sea 9.

Si suponemos que »n va a salir mayor que 30, podemos aproximar los valores de la ¢ de Student por los
de la N(0,1). En ese caso:

(242 +25)s )
o

n:

Para conseguir oo = = 0.03 con 8 =0.2, si de experiencias anteriores hemos obtenido que s = 0.4,
necesitaremos una muestra de tamafio:

(Zoos +2003)0.4 ) ((2.17+1.88)0.4Y
= _ = 65.63
0.2 0.2

66

In

El valor de 6 merece alguna aclaracion mas. Tal como hemos calculado el tamafio de la muestra, la
probabilidad de aceptar que 1 es 1 cuando realmente es 1.05 es superior al 3%. Si aceptamos que Ll es
1 cuando realmente es 1.05 estamos de hecho cometiendo un error de tipo II; sin embargo este error no
nos preocupa (y por tanto nos da igual que su probabilidad sea alta) porque las algas sélo tienen
problemas cuando el pH difiere en mas de & = 0.2 unidades de 1. Esta cantidad & es lo que se
denomina la minima diferencia relevante. No nos interesa detectar diferencias inferiores a ésta.
Obviamente, cuanto mas pequefia sea O mas dificil sera detectarla y mas informacion necesitaremos.
De hecho, podemos observar que el tamafio de la muestra es inversamente proporcional a d.

Notese que si el contraste anterior lo realizamos con una muestra de tamafio 300, y obtenemos una
media muestral de 1.05, el contraste nos obligaria a rechazar la hipdtesis nula de que u=1. Se diria
entonces que el contraste ha resultado significativo, o que la diferencia detectada de 0.05 unidades es
estadisticamente significativa. No debe confundirse la significacion estadistica con la
significacion o relevancia practica. Si en la practica la diferencia 0.05 es irrelevante, no tiene
importancia ninguna el hecho de que sea estadisticamente significativa. De hecho, con una muestra
suficientemente grande cualquier diferencia es estadisticamente significativa, por muy irrelevante que
pueda resultar en la practica.

Contrastes de Hipotesis e intervalos de confianza.

Cuando se concluye la realizacion de un contraste de hipdtesis es interesante presentar un intervalo de
confianza para el verdadero valor del pardmetro:

e Si se ha aceptado Hy el intervalo resulta util para tener una idea del grado de veracidad de H,.
Si se acepta que L = 1 y el intervalo de confianza para pLes [0.996, 2.031] ello apunta a que
esa hipdtesis se ha aceptado “por los pelos”, y hay indicios de que se puede estar cometiendo
un error tipo Il aceptando una H, falsa. Si esta cuestion es importante conviene tomar una
muestra mayor que reduzca este error.

e Si se harechazado H, el intervalo resulta 1til para saber en torno a que valores se encuentra el
verdadero valor del parametro.
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Si el contraste es bilateral conviene obtener un intervalo de confianza bilateral. Si es unilateral
habra de calcularse un intervalo de confianza de una cola en la direccion de H, si rechazamos
Hy, y en la direccion contraria de H; si aceptamos Hj,.
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