Capitulo 6

Contrastes de hipotesis

1. Introduccion.

En muchas ocasiones el objetivo que se persigue con la realizacién de un muestreo o de un expe-
rimento es poner a prueba alguna hipoétesis concebida previamente. Esta es, de hecho, la esencia
del método cientifico: observar, concebir hipétesis y contrastar dichas hipétesis con nuevas ob-
servaciones. Ahora bien si, como ocurre frecuentemente, las observaciones estan expuestas a
fuertes dosis de variabilidad aleatoria, resulta dificil distinguir el efecto que se desea medir de ese
“ruido de fondo”.

Pongamos un ejemplo sencillo: en un estudio de la morfologia de cierta especie, un investigador
puede tener a priori buenas razones para pensar que los machos deben ser, en promedio, mayo-
res que las hembras. A partir de una muestra aleatoria de 5 machos y 5 hembras, observa en los
machos un peso medio de 2,54 kg, frente a 2,77 kg de media en las hembras. ;Contienen estos
datos evidencia suficiente para refutar la hipotesis de partida? Es obvio que no todos los animales
tienen el mismo peso —variabilidad natural-y que, aun siendo cierta la hipétesis de partida, cabe
la posibilidad —por efecto del azar— de que dicha hipétesis no se verifique.

En este capitulo se desarrollaran los fundamentos basicos para la construccién de contrastes de
hipétesis: métodos que, teniendo en cuenta la presencia de la variabilidad y del azar, permitan
establecer reglas para decidir si, dentro de ciertos margenes de error, los datos obtenidos por
muestreo o experimentacion contienen evidencia suficiente para rechazar la hipétesis de partida
o0 si ésta puede seguir aceptandose como valida.

Una vez establecidos los fundamentos de los contrastes de hipétesis, se estudiaran en particular
algunos contrastes de uso frecuente en la practica, referidos a hipotesis sobre los parametros de
distribuciones de probabilidad conocidas.
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Objetivos.

Al finalizar este capitulo el alumno debera:

2.

. Conocer y comprender el concepto de contraste de hipétesis.

. Conocer y comprender los dos tipos de error posibles en un contraste de hipétesis y por

tanto los conceptos de nivel de significacion y potencia.

. Conocer, comprender y ser capaz de calcular en algunos casos el p-valor de un contraste.

. Conocer y ser capaz de aplicar contrastes de hipétesis frecuentes en la practica, en parti-

cular los relativos a medias, varianzas y proporciones.

. Ser capaz de distinguir las condiciones necesarias para la aplicacién de cada contraste de

hipétesis.

. Ser capaz de calcular el tamafo de muestra necesario para la realizacion de un contraste

con significacién y potencia predeterminados.

. Ser capaz de resolver problemas practicos de contraste de hipotesis utilizando el programa

R.

Conceptos basicos.

En la actividad cientifico-técnica practica, el objetivo que se persigue en muchas ocasiones con

la realizacién de un muestreo o de un experimento es poner a prueba alguna hipétesis concebida

previamente.

Por ejemplo:

m Se ha disefiado un nuevo método de depuracién de agua, cuyas caracteristicas fisico-

quimicas inducen a suponer que reduciran la concentracion de ciertos contaminantes bio-
l6gicos con mayor eficiencia que el método que se venia usando hasta ahora. ¢ Sera verdad
esta suposicion?

Se cree que cierto compuesto quimico actia sobre los peces que se crian en tanques
de cultivo, reduciendo los niveles de estrés que presentan estos animales al tener que
compartir un espacio reducido con un elevado numero de congéneres. ¢ Es cierta esta
conjetura?
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= Un método de analisis quimico A es mucho mas caro que otro método B, pero ¢es real-
mente mucho mas preciso?

= ;La tasa de mortalidad en cultivos marinos realizados en tanques cerrados es superior a
la que se produce en cultivos en mar abierto?

Todos los ejemplos que hemos citado se caracterizan por describir situaciones en las que es
imposible realizar un experimento u observacion que nos confirme o desmienta de una manera
absolutamente segura la hipotesis planteada. De ahi que los procedimientos para tomar decisio-
nes sobre la veracidad o falsedad de estas hipétesis hayan de ser necesariamente procedimien-
tos estadisticos, con los que se pretende mantener bajo control el riesgo de tomar decisiones
erréneas.

Una hipétesis estadistica es una afirmacion o conjetura con respecto a alguna caracteristica de
interés de la distribucion de una variable aleatoria. Llamaremos hipdtesis nula (H,) a la hipétesis
de partida, que sera aceptada como valida si la evidencia en su contra es débil o inexistente. La
hipotesis alternativa (H1) seré la hipbtesis que sera aceptada en caso de que se rechace H.

Un contraste de hipdtesis estadistico es una regla de decisiébn que permita elegir entre la dos
hipotesis, Hy y Hy, en funcién de la evidencia aportada por los datos disponibles y del riesgo de
error que estemos dispuestos a asumir.

Las hipétesis estadisticas pueden plantearse de muy diversas formas:

= En funcion de los parametros de la distribucion de probabilidad. Por ejemplo, ¢el valor
medio de cierta variable en una poblacién es cero?, ¢ son iguales las medias de dos pobla-
ciones?, ¢ la proporcién de sujetos con cierta caracteristica supera el 70 % de la poblacién?

= En términos de la forma de la distribucién de la variable de interés: ¢se distribuye una
variable de igual forma en dos poblaciones?, ;es normal la distribucién de una variable?.

= En términos de caracteristicas de asociacion: ;son dos variables independientes?, ;la re-
lacidn entre dos variables es lineal?

3. Tipos de Error en los contrastes de hipoétesis.

En un contraste de hipétesis es posible cometer dos tipos de error:

Error tipo I: Rechazar la hipétesis nula cuando es verdadera
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Error tipo ll: Aceptar la hipétesis nula cuando es falsa.
En general, llamaremos:

a = P (Error Tipo I) = P (Rechazar Hy|H es cierta)
[ = P (Error Tipo Il) = P (Aceptar Hy |Hy es falsa)

De esta forma, al realizar un contraste de hipétesis son posibles las siguientes situaciones:

Realidad
H, cierta H, falsa
Decision | Aceptar Hy || Decision correcta (1-a) Error Il (53)
Rechazar H, Error | («) Decision Correcta (1-53)

La probabilidad o de cometer un error tipo | se conoce como Nivel de significacion del contraste.
Asimismo, la probabilidad de no cometer un error tipo II:

1 — = P (Rechazar Hy |Hy es falsa)

se conoce como Potencia del contraste. Ambas probabilidades, pues, miden la probabilidad de
rechazar la hipotesis nula: a cuando es ciertay 1 — 3 cuando es falsa. La situacién ideal es que
« sea lo mas pequefa posible y 1 — 3 lo mas grande posible. Ello en la practica se traduce en
tener mucha informacion (muchos datos). Cuando no es posible disponer de toda la informacion
gue seria deseable (situacion muy frecuente en los estudios reales) en general se procurara que
« sea pequefa, aun a costa de que 3 pueda ser grande (y por ende 1 — § pequeia).

4. Contrastes de Significacion.

Supongamos que se desea decidir si el valor (desconocido) de cierto parametro ¢ pertenece o no
a un conjunto O,. Este parametro esta asociado a la distribucion de probabilidad de cierta variable
aleatoria X, de la que es posible extraer una muestra aleatoria (X, X», ..., X)) que contiene
informacion sobre 6. El procedimiento general de los contrastes o pruebas de significacion es el
siguiente:
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1. Fijar las hipétesis nula (Hy :0 € ©y) y alternativa (H; : 6 ¢ ©y).

2. Determinar un estadistico de contraste dependiente de los datos,
T (X1, Xs,...,X,), cuya distribucién de probabilidad sea conocida cuando
H, es cierta.

3. Fijar la probabilidad « de error de tipo | (nivel de significacion del contraste), y
determinar una region critica R~ de tal manera que:

P (T (X1,Xs,...,X,) € Ro |H, es cierta) = «

4. Obtener una muestra aleatoria (X, Xo,...,X,) y utilizar la siguiente regla de
decision:

SiT (X1,Xs,...,X,) € Rc rechazar Hy. En caso contrario aceptar H.

Observaciones:

1. Con esta regla de decision se tiene que la probabilidad de error tipo | es:

P (Error Tipo I) = P (Rechazar Hy |Hy es cierta) =
=P (T (X1,Xs,...,X,) € Rc |H, es cierta) = a

2. Al mismo tiempo, la probabilidad de error tipo Il queda, en principio, indeterminada:

P (Error Tipo Il) = P (Aceptar Hy |Hy es falsa) =
=P (T (X1, Xs,...,X,) & Rc|H, es falsa)

si bien, como veremos, puede calcularse para las alternativas de interés, e incluso prefijarse
de antemano, fijando un tamano de muestra adecuado.

3. Para entender el fundamento de los contrastes de significacién tengamos en cuenta que,
una vez tomados los datos, sélo pueden ocurrir dos cosas: que 7' caiga en Rx 0 que no lo
haga. Entonces:
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a)

SiT ¢ R¢ estaria ocurriendo algo que era muy probable que ocurriese si Hy fuera
cierta ya que, tal como se ha definido R, se tiene que:

P(T (X1, Xs,...,X,) ¢ Rc|H, es clerta) =1 — «

Por tanto, el resultado del test en este caso es el esperado si H es cierta, por lo
qgue nada se opone a aceptar dicha hipotesis. Notese, no obstante, que aceptar H,
no significa que hayamos demostrado que H, sea cierta, sino sélo que los datos no
la contradicen. Dicho de otra forma aceptamos H, no porque hayamos podido probar
que es cierta, sino porque no hemos podido probar que es falsa.

Si'T' € R estaria ocurriendo algo que, de ser Hy cierta, muy dificilmente podia haber
ocurrido. Pero como de hecho ha ocurrido, ello nos indica que los datos contienen una
fuerte evidencia de que H, es posiblemente falsa o, lo que es lo mismo, una fuerte
evidencia de que H; es posiblemente cierta.

4. Notese la no simetria de las dos posibles conclusiones del contraste:

a)

b)

Cuando se acepta H, es porque la evidencia en su contra es débil.

Cuando se acepta H; es porque la evidencia a su favor es fuerte.

Por esta razén, cuando planteamos un contraste de hip6tesis se debe colocar como hipéte-

sis alternativa aquella de la que queramos tener fuerte evidencia a su favor en caso de que

finalmente sea aceptada. La hip6tesis nula, en cambio, es la que se aceptara por defecto

si no hay fuerte evidencia en su contra (e incluso si no hay fuerte evidencia a su favor).

Por todo ello, cuando un test concluye con la aceptacion de H, se dice que ha resultado no

significativo, y cuando concluye con su rechazo se dice que ha resultado significativo.

5. La regién critica R suele denominarse también region de rechazo (de H,). La regién

complementaria se denomina Region de Aceptacion, R 4. Obviamente

P (T (X1,Xs,...,X,) € Ra|H, es cierta) =1 — «

La region de aceptacion contiene, pues, los valores del estadistico 7' (X1, X, ..., X,,) que,

con mucha probabilidad, podrian observarse por puro azar si H, fuese cierta.
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Ejemplo 6.1.

Las algas de cierta especie que se cultivan con fines farmacol6gicos son muy sensibles al pH del
agua. Se ha observado que el desarrollo de estas algas es 6ptimo cuando el pH promedio es 1,
y diariamente se realizan controles con el objetivo de aplicar medidas correctoras (afiadir aditivos
quimicos al agua) si el pH se aparta de este valor. Estos controles consisten en tomar 5 muestras
de agua y evaluar el pH medio. En un dia en que el pH medio de las cinco muestras es de 1.2 con
una desviacion tipica de 0.4. 4 seria preciso aplicar alguna medida correctora? (se supone que la
distribucion del pH es normal)

1. Sillamamos p al pH medio real del agua, el problema puede plantearse como el contraste

Hy:p=1
{ Hi:p#1
siendo la informacion disponible la aportada por una muestra de cinco valores de pH,
{X1, Xo, X3, Xy, X5}

de hipotesis:

2. Como no conocemos el valor de i, podemos estimarlo mediante la media muestral X.
Si H, fuera verdad, entonces el valor de X deberia parecerse a 1. Ello significa que la
hipétesis nula H, deberia rechazarse si X se aleja de 1, esto es, si \X — 1\ es un valor
grande. ;Como de grande? Para responder a esta pregunta observemos que si H, es
cierta se tiene que: -

Xo1,

s/\/g !

3. Podemos usar ahora la tabla de la ¢ de Student para encontrar el valor ¢, /- tal que:

p(X

X —1
>ty
s//5 Rk

T(Xl,...,Xg)) ==

Hy, cierta) =«

De esta forma, la region critica es Rc = (—o0, —t4,a/g} U [ta,a/2,00).

4. El contraste consiste entonces en rechazar HO siX=L v f € R¢ y aceptar Hy en caso contrario.

_12-1
Con los datos de este ejemplo se obtiene £ /f oA = 1,11. Asimismo, si elegimos

a = 0,05 resulta ty 0025 = 2,776. Como el valor 1.11 no esta en la region de rechazo
concluimos que puede aceptarse H,.

Dicho de otra forma, si Hy fuera cierta, seria muy improbable que

equivalente, lo mas probable seria que

tro de lo que es muy probable observar cuando Ho es cierta, concluimos que no existe evidencia
suficiente para rechazar H.
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Ejemplo 6.2. Supongamos ahora que las algas de nuestro ejemplo se desarrollan bien si < 1,
pero mueren si i > 1, siendo i el pH medio del agua del tanque de cultivo. Si en 7 andlisis de
agua hemos obtenido un pH medio de 1.1, con desviacion tipica 0.3, ;hay evidencia suficiente
para rechazar H,?

En este caso, el contraste que se plantea es de la forma:

H(): /,Lgl
Hll ILL>1

Obviamente, aun siendo cierta H, podria ocurrir por azar que la media muestral X fuese algo
mayor que 1, pero no mucho mayor. Por tanto la hip6tesis nula H, deberia rechazarse si el valor
de X — 1 es més grande de lo que cabria esperar por azar cuando i < 1. Para determinar como
de grande debe ser X — 1 para rechazar H, podemos utilizar como estadistico de contraste:

X -1

T(Xl,...,X7):W

Cuando H, es cierta, el valor de ;. para el que cabria esperar valores mas altos de X por azar
es i = 1, en cuyo caso el estadistico 7" (X, . .., X7) sigue una distribucién ¢ de Student con 6
grados de libertad. Por tanto tenemos que:

X -1
P( >t6,o¢

Ademas, si i < 1 esta probabilidad serd mas pequena y por tanto:

P(X_1>t H 't) P(X_1>t <1)<

—_— a clerta | = e al bt < <«

S/\ﬁ 6, 0 S/x/? 6,a| 1

De esta forma, si Hy es cierta, es muy dificil que 7' (X1, ..., X7) sea mayor que g4, por lo que
la regién critica o de rechazo para este test es Ro = [tg,,00). SiT (X1,. .., X7) cayera en este
intervalo estaria ocurriendo algo muy dificil de ser H, cierta, por lo que H, debe rechazarse.

Con los datos aportados en el ejemplo se obtiene 5/_}17 = 0151/—\% = 0,882. Asimismo, si elegimos
= |

a = 0,05 resulta ts 905 = 1,943 y la region critica es R¢ 1,943, 00). Como el valor 0.882 no

esta en esta region concluimos que puede aceptarse H,.
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Hy: 0=20
Nota: Los contrastes de la forma 0 0 reciben el nombre de contrastes bilaterales o
H1 0 7é 00
., ” . Hy: 0>06y
de dos colas (su regién critica es bilateral). Los contrastes de la forma o]
H1 . 9 < 90
HO . 9 S (90 . i
se denominan contrastes unilaterales o de una cola.
H: 0> 00

4.1. P-valor de un contraste.

Tal como hemos visto, en la construccion del contraste de hip6tesis juega un papel importante
el nivel de significacion «. Este valor representa la probabilidad que consideramos aceptable de
cometer un error tipo |: rechazar la hipétesis nula cuando es cierta. En este sentido, el valor de
« es arbitrario. En el @mbito cientifico es habitual utilizar los valores 0.05, 0.01 e incluso 0.001.
Pero cualquier otro valor podria ser igualmente valido (en la practica hay consenso en que, en
cualquier caso, o nunca debe ser mayor que 0.1).

Obviamente, cuanto méas pequefio sea el valor de «, mas dificil es rechazar H, cuando es cierta.
Una vez obtenida una muestra X, X, ... X,, se define el p-valor del contraste como el valor
minimo de « para el cual es posible rechazar H, con esos datos. Asi, por ejemplo:

= Si con los datos disponibles, el valor mas pequefio de a que permite el rechazo de Hy
es 0.4, ello querria decir que solo seria posible rechazar H, si estuviéramos dispuestos
a aceptar una probabilidad del 40 % de rechazarla siendo cierta (lo que obviamente no
resultaria razonable).

= Sj con los datos disponibles, el valor minimo de o que conduce al rechazo de H, es 0.02,
ello significa que seria posible rechazar esta hipotesis incluso si exigimos un riesgo del 2 %
de rechazarla siendo cierta; pero no podriamos rechazarla si el riesgo asumible fuese del
1 %.

De esta forma, una vez obtenida la muestra, podriamos basar nuestra decision en la siguiente
regla basada en el p-valor:

Si p —valor > « aceptar Hy. Si p — valor < «a rechazar H
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Ejemplo 6.3. La regién critica para el rechazo de Hj en el ejemplo 6.1 era de la forma Ro =

(=00, —ta,a/2] U [ta,a/2, 00). Con los datos del ejemplo, el valor del estadistico de contraste fue
X-1
s/\/g
que produjese t4,/2 = 1,11 (para que la region de rechazo contenga al valor del estadistico de

= 1,11. El valor mas pequerno de « que permitiria entonces el rechazo de H, seria el

contraste). Para hallar este valor de o basta tener en cuenta que, por definicion:
(0]
P(ty > tyap) = 3

Por tanto
Pty >1,11) = %

La tabla de la t de Student no permite calcular esta probabilidad de forma sencilla, pero podemos
calcularlacon R :

P(ty>111)=1—P(ty <1,11) = 1-pt (1.11,4) = 0,1646

Asi pues:
& 0,1646
2 )

de donde:
a = 0,3292

De esta forma, para los datos del ejemplo, el p-valor (valor minimo de «. que conduce al rechazo
de Hy) es 0.3292. Siguiendo la regla del p-valor, s6lo rechazariamos H, si estuviésemos dis-
puestos a asumir una probabilidad 0.3292 de rechazar dicha hipotesis siendo cierta. Como no es
el caso (habiamos elegido a = 0,05), aceptamos H.

5. Potencia de un contraste.

Tal como hemos sefialado, cuando se realiza un contraste de significacion, la regla de decision
se establece de tal forma que el riesgo de cometer un error tipo | —rechazar la hipétesis nula
cuando es cierta— es como mucho «, el nivel de significacion del test. De esta forma, si se recha-
za la hipdtesis nula, sabemos a priori que existe muy poco riesgo de equivocarnos. Pero ¢qué
ocurre si se acepta la hipétesis nula? ¢ cual es el riesgo de aceptar una hipétesis nula falsa? La
probabilidad de cometer este error (error tipo Il) es la que hemos denotado como 3. Su valor
complementario 1 — 3 recibe el nombre de potencia del contraste y representa la probabilidad de



CAPITULO 6. CONTRASTES DE HIPOTESIS 11
rechazar H, cuando es falsa. Tal como hemos definido los contrastes de significacion:

1-p=P(T(X1,Xs,...,X,) € Rc|H, es falsa)

Ejemplo 6.4. Con los datos del ejemplo 6.1 en el contraste:

HO U= 1
Hi:p#1
hemos aceptado la hipétesis nula (¢ = 1) aun cuando la media muestral era 1.2. ;Cuél es la

probabilidad de que estemos cometiendo un error de tipo Il en este contraste? Para responder a
esta pregunta observemos que esta probabilidad es:

P (Error Tipo Il) = P (Aceptar Hy |Hy es falsa) =
=P (T (X1,Xo,...,X,) & Rc|H, es falsa) =

X-1 X-1
:P( §t4,a/2//fb7é1)zp(_t4,a/2§S/\/ggt4,a/2/,u%1>

s/\/g
Para calcular esta probabilidad hemos de tener en cuenta que realizamos el contraste bajo el

supuesto de que la variable X que se mide (en este caso el pH) es N (u, o), por lo que el
estadistico

X —p

5/V5
sigue una distribucion ¢ de Student con 4 grados de libertad. Cuando H, es falsa se tiene que
i # 1y por tanto:

s s S saf o)
P< Fese = /;ﬁ Z/_f—t“‘“/’”“):
P< o= 7 )s(/fé“‘“/z /f “%)

1
P<_t4,a2_—gt4§t47a2 N%)

Asi pues, la probabilidad de error tipo Il corresponde, geométricamente, al area bajo la funcién
. -1 1 .
de densidad de una ¢, entre los valores —t,,/2 — 5/75 Y taase — S/L\/E La figura 1 muestra
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graficamente esta area para diversos valores de p.

Tal como puede apreciarse en esta figura, a medida que el valor de u se aleja de 1, el término
-S/&\/lg se hace mayor en valor absoluto, por lo que el intervalo | —t4 /2 — ﬁ;;\/lg, L4072 — f/;¢15 se
va desplazando (hacia la izquierda si ;+ > 1, 0 hacia la derecha si 4+ < 1). Como consecuencia de
este desplazamiento, el &rea que comprende la funcion de densidad sobre este intervalo —esto
es, el valor de la probabilidad de error Il, S— se va haciendo cada vez menor. La interpretacion
de este comportamiento de [ es bastante intuitiva: en nuestro contraste estamos tratando de
decidir si la verdadera media de la poblacién es 1; sera més facil equivocarse aceptando que es
1 cuando realmente es 0.9 6 1.1 (el verdadero valor . esta cerca de 1) que cuando la verdadera
media es un valor mas alejado de 1, como el 0.2 6 el 1.8.

Podemos también calcular numéricamente los valores de (3 para diversos valores alternativos de
1. Para el contraste del ejemplo 6.1 habiamos elegido o = 0,05, resultando t40025 = 2,776;
asimismo, teniamos que s = 0,4. Por tanto, la probabilidad de error tipo Il en este caso es,
dependiendo del valor de p:

—1 -1
B (p) =P (—2,776 - R <276 - M_) _

0,4/v/5 0,4/v/5
u—1 pw—1 )
Plty<276———— ) —P(ty<—2776 - ——
( te 0,4N5) ( ! 0.4/v5

La tabla de la ¢ de Student no se presta a calcular estas probabilidades, pero podemos utilizar R

B (pu)=pt (2.776- (mu-1)/(0.4/sgrt (5)),4)-pt(2.776—(mu-1)/(0.4/sgrt (5)),4)

La siguiente tabla muestra los valores de la probabilidad de error tipo Il, asi como la potencia que
se alcanza para diversos valores de :
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p(n) | Potencia=1—f(p)
0 | 0.0235 0.9765
0.2 | 0.0816 0.9184
0.4 | 0.2953 0.7047
0.6 | 0.6873 0.3127
0.8 | 0.9049 0.0951
1 0.95 0.05
1.2 | 0.9049 0.0951
1.4 | 0.6873 0.3127
1.6 | 0.2953 0.7047
1.8 | 0.0816 0.9184
2.0 | 0.0235 0.9765

Asimismo, la figura 2 representa graficamente estos valores, mostrando las funciones de error tipo
Il'y potencia para este contraste. En esta figura vemos nuevamente que la probabilidad de error
tipo II, 5 (u), es tanto mayor cuanto mas préximo esté p a 1, alcanzando su maximo cuando
coincide con el valor especificado en la hipétesis nula (1 = 1). EIl comportamiento de la funcién de
potencia —probabilidad de rechazar H, cuando es falsa— es, como cabe esperar, justo en inverso:
si el verdadero valor de i estd cerca de 1, el contraste apenas tiene potencia para distinguir
ambos valores; cudnto mas lejos esté i de 1, mayor es la potencia del contraste.

6. Tamano de muestra para una significaciéon y potencia prees-
pecificadas.

El contraste de hipétesis que hemos planteado en el 6.1 es un caso particular de contraste de la
forma:
{ Ho:p=po
Hy:p# po
en el que la hipétesis nula que se pone a prueba es si puede aceptarse que el valor de la espe-
ranza j de una variable X con distribucion normal es jy. Si se dispone de una muestra aleatoria
de n observaciones de esta variable, siendo X su media y S su desviacién tipica, la regla de
decision para este contraste, fijado un nivel de significacién « es, generalizando el procedimiento
que hemos visto en el ejemplo 6.1:
X—p

Rechazar Hy si ‘W’ > tn—1,/2 ¥ @ceptar Hy en caso contrario.

0
n
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Asimismo, generalizando el resultado obtenido en el ejemplo 6.4, la probabilidad de error tipo Il
para este contraste viene dada por:

B(M):P(_tn—l,a/Q_ /\/— 0 <ty <t La/2 — /\/—/M#/m) (6.1)

que, como ya hemos visto, representa el area comprendida por la densidad ¢ de Student con

n — 1 grados de libertad sobre el intervalo |—t,_1 /2 — ’;7_\/%), th—1,a/2 — s/_u\/%} (ver figura 1).
Obsérvese que este intervalo puede expresarse también de la forma:
{_tnm PR el VA W]
S S

lo que hace evidente el hecho de que aun cuando @ tomase un valor pequeno, eligiendo un
valor adecuado de n (tamano de la muestra) podemos hacer el término M todo lo grande
que queramos. Ello significa que, tal como vimos en nuestro analisis de la figura 1, podemos
desplazar el intervalo anterior (hacia la izquierda o la derecha, segun el signo de u — ) hasta
que el area comprendida sobre el mismo —esto es, la probabilidad de error Il- sea tan pequena
como se quiera.

Esto nos permite responder a la cuestién siguiente: ;cual debe ser el tamaro n de la muestra
si se desea que cuando ;. = o + A la probabilidad de error tipo Il en el contraste anterior sea
un valor prefijado  —o, de modo equivalente, que la potencia sea 1-3—, manteniendo al mismo
tiempo un nivel de significacion preespecificado o ?

Para ello, utilizando la ecuacioén 6.1, y teniendo en cuenta que i — o = A, debemos encontrar
el valor de n tal que:

A Ay/n
ﬂ =P (_tn—l,a/Z - ;/_ Stpo1 <ty la/2 — ;/_) =
=P (tnl > —t,_ , A;/ﬁ) — P (tnl >ty , Af) =
’EP(Z> Aﬁ)—P( A\/ﬁ)%
S S

gl—P(Z>Za/2—A;/ﬁ):>P<Z>ZQ/Q—A;/E>:1—6

(aqui hemos hecho dos aproximaciones; en primer lugar hemos supuesto que n va a resultar tan
grande que la distribucion t,, puede aproximarse por la normal estdndar Z; y en segundo lugar
hemos supuesto que el valor —z,/, — %ﬁ es tan grande en valor absoluto que el area a su
derecha es practicamente uno). Utilizando la notacion habitual zz para el percentil de la normal
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estandar tal que P (Z > z;_3) = 1 — /3 tenemos que:

Avn

S

=Z1-p = —2p

Raf2 —

de donde, despejando n, resulta:
2
(2aj2 + 25)" 8%
A2

n =
Obsérvese que el valor de n:

= Es proporcional al cuadrado de la suma z, /> + 23. Como estos valores son mas grandes a
medida que a y 5 son mas pequefios, el tamafo de la muestra se incrementa cuando se
desea que las probabilidades de los errores | y |l disminuyan.

= Es proporcional a la varianza s?, por lo que cuanto mayor sea la variabilidad en la variable
que se mide mayor habra de ser el tamafno de la muestra. Es intuitivamente claro que debe
ser asi. Si los valores de X fuesen muy homogéneos (poca variabilidad), una muestra
pequefa podria representar bien el comportamiento de la variable; a medida que los valores
de X son mas heterogéneos sera precisa mas informacién —-méas datos— para representarla.

» Es inversamente proporcional al cuadrado de la diferencia A que se pretende detectar
entre el verdadero valor medio i y el valor iy que se pone a prueba. Ello significa que
cuanto menor sea la diferencia que se pretende detectar, mayor habra de ser el tamario de
muestra.

El valor de s? no se conoce habitualmente antes de realizar el muestreo, por lo que para planificar
el tamafo adecuado de muestra, habra que utilizar un valor de s? obtenido en una muestra piloto
0 publicado en la literatura en estudios similares.

Senalemos por ultimo que en esta seccion hemos desarrollado el calculo del tamario de la mues-
tra s6lo para contrastar si el valor esperado . de una variable es igual a un valor preespecificado
1o No obstante, el mismo patrén de ideas se aplica para el calculo del tamafio muestral en otros
contrastes de hipotesis, con las légicas modificaciones derivadas del tipo de datos y de la forma
de la regla de decision. Asimismo, las observaciones que se acaban de realizar sobre la relacién
del tamano de muestra con las magnitudes de «, 3, A y la variabilidad resultan de aplicacion
general en todos los contrastes de hipotesis.

Ejemplo 6.5. Volviendo al ejemplo 6.1, recordemos que el crecimiento de las algas alli descritas
requiere que el pH medio del agua sea 1. Supongamos ademas que las algas tienen cierta
tolerancia a variaciones en el pH y que su desarrollo en cualquier caso es 6ptimo si el pH medio
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se mantiene entre 0.8 y 1.2. Se desea planificar el nimero de muestras de agua diarias que
deben tomarse si se desea realizar el contraste

Hy:p=1

H1 Ny 7£ 1
con un nivel de significacién 0.05, y garantizando una potencia 0.9 de que se rechazard H, si i
cae por debajo de 0.8 o por encima de 1.2.

Usando la informacién aportada por la muestra del ejemplo 6.1, usaremos como estimador piloto
de la varianza el valor s> = 0,4? = 0,16. La diferencia minima que interesa detectar en este caso
es A = 0,2, ya que se nos dice que las algas muestran tolerancia con valores de pH que difieran
de 1 en 0.2 unidades (entre 0.8 y 1.2). Dado que se desea detectar esta diferencia con potencia
1—-38=0,9 setiene § = 0,1y 23 = 2,1 = 1,28. Para el nivel de significacion o = 0,05 se tiene
Zq/2 = 1,96, y por tanto:

(2aj2+25)° 8% (1,96 +1,28)%- 0,16 _
n —= — g

A2 0,22 12

7. Significacion estadistica y relevancia practica.

Ya hemos sefnalado mas arriba que cuando en un contraste se rechaza la hipétesis nula, tal re-
sultado se suele expresar diciendo que el contraste ha resultado significativo. Es necesario tener
aqui cierta precaucién con la terminologia, ya que la palabra “significativo” en este contexto sue-
le ser mal interpretada. La definicion que proporciona el diccionario del adjetivo “significativo” es
“que tiene importancia por representar o significar algo”. Por ello, el hablante habitual cuando
emplea esta palabra la entiende normalmente como referida a algo importante. Sin embargo, en
el contexto de un contraste de hipétesis estadistico, el que un resultado haya sido significativo
indica simplemente que dicho resultado no puede explicarse como efecto del azar. Que sea im-
portante o no, es algo que habra de ser valorado en funcion de las implicaciones practicas que
pueda tener dicho resultado.

Asi, en el ejemplo 6.5 hemos visto que con una muestra de 42 observaciones del pH del agua
hay una probabilidad del 90 % de detectar si el pH medio difiere en mas de 0.2 unidades del valor
medio deseado 1 = 1. El lector puede utilizar la misma férmula para comprobar que, con la misma
potencia, si la muestra fuese de tamarno 672 se podria detectar una diferencia de 0.05 unidades,
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y con una muestra de 1867 observaciones se podria detectar una diferencia de 0.03 unidades.
Ello significa que, si se hacen los correspondientes contrastes de hipotesis con esos tamanos
muestrales, las diferencias citadas, en caso de encontrarse, serian declaradas “significativas”.
Pero desde luego no serian importantes: si las algas se desarrollan bien cuando el pH medio se
aparta hasta 0.2 unidades de 1, ¢qué importancia tendria haber encontrado que el pH medio es
significativamente distinto de 1 porque se aparta de ese valor en 0.03 unidades?

Asi pues, en general con una muestra lo suficientemente grande cualquier diferencia puede re-
sultar estadisticamente significativa, por muy irrelevante que su valor resulte en la practica. Ob-
viamente también es cierto lo contrario: si la muestra es demasiado pequena, diferencias impor-
tantes pueden resultar no significativas (recuérdese: aceptar la hipétesis nula no significa que
sea cierta). Es responsabilidad del investigador, por tanto, fijar la diferencia minima A que se
considera relevante o importante y determinar el tamafo de muestra para que se pueda detectar
dicha diferencia con una significacién y potencia adecuados. Sélo en estas condiciones podra ser
el resultado de un contraste significativo y relevante a la vez.

8. Relacidén entre intervalos de confianza y contrastes de hi-
poétesis.

En el capitulo anterior hemos estudiado la construccion de intervalos de confianza para los para-
metros de ciertas distribuciones de probabilidad. Recordemos que [#; (X) , 6, (X)], donde 6, (X)
y 05 (X) son variables aleatorias que dependen de una muestra X = {X;, Xo,..., X,,}, es un
intervalo de confianza a nivel 1 — « para el parametro 0 si la probabilidad de que el intervalo
contenga a dicho parametro es 1 — a, esto es:

P(9€ [91(%),02(%)]):1—&

Entonces, si se dispone de un intervalo de confianza para 6, para resolver el contraste de hipéte-
sis:

Ho : 9 - 00

H1 0 7é 00

puede utilizarse como regla de decision:

Sify € [0, (%), 02 (X)] aceptar Hy; en caso contrario, rechazar H,.
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En efecto, la probabilidad de error tipo | cuando se utiliza esta regla es:

P (error I) = P (rechazar Hy|H, cierta) = (6y ¢ [0, (X),02 (X)] |0 = 0y) =
=P (0 ¢[0.(X),0:(X)]) = a

Ejemplo 6.6. En el ejemplo 6.1 debiamos decidir, a partir de 5 muestras de pH de un tanque de
agua, si podia aceptarse que el pH medio era 1. Para ello plantedbamos el contraste:

Hy: p=1
Hi: p#1

partiendo del supuesto adicional de que el pH sigue una distribucion normal. El intervalo de
confianza para la media ;. de una distribucion normal con varianza % desconocida es, tal como

vimos en el capitulo anterior:

S

X_\/ﬁ” 1a/27X+\/ﬁn 1,a/2
Por tanto, podriamos utilizar como regla de decision para el contraste:

Sile [X — f th_ 1a/2,X + f th— 1a/2:| aceptar Hy y en caso contrario rechazar H,.

Es facil comprobar que:

S S
1€|:X_ n1a27X+ nl,a2:|<:>X n1a2<1<X+ nl,a2
= S — S _
Xl ot 1o <0< X — 14—ty o ot 1o < X —1< ot .
Jn Lo SUS + Jn 1,a/2 Jn 1a/2 Jn 1,a/2

t X1y o2t <y
n—1,a/2 > S/\/ﬁ > n—1,a/2 S/\/ﬁ = n—1,0/2

Por tanto la regla de decision basada en el intervalo de confianza es exactamente la misma que
ya habiamos obtenido en el ejemplo 6.1 por otro procedimiento.
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pu=11
B
M1 -1
—tq tu —_—
‘ /2+s/~l§ /2+s/—l§
=14
B
n-1
—ty
/2+s/—/§
u=1.7
p
M1
—ty
/2+s/—/§

19

Figura 1: Probabilidad de error tipo Il para diversos valores de u en el contraste de hipotesis del

ejemplo 6.1.
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Figura 2: Funciones de error tipo Il (izquierda) y potencia (derecha) para el contraste de hipotesis
del ejemplo 6.1
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