Estadistica y Procesos Estocasticos
Tema 6: Procesos Estacionarios
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Procesos estocasticos

Un proceso estocastico {X;},_r, donde T C R, puede definirse de manera

laxa como una funcion aleatoria del tiempo que modela un fenémeno que
evoluciona a lo largo del tiempo de forma aleatoria.

Ejemplos que hemos visto en la asignatura:

 Recorrido aleatorio {X,}, - posicion, después de n saltos de una particula
que se mueve al azar a izquierda y derecha.

» Cadenas de Markov {X,}, - sucesiones de variables caracterizadas por la
independencia entre pasado y futuro una vez que se conoce el presente.

e Sistemas de colas N;: namero de clientes en un sistema en un instante

arbitrario ¢, cuando las llegadas y salidas se producen en instantes
aleatorios.

Los procesos estocasticos pueden ocurrir en tiempo discreto (cadenas de
Markov) o en tiempo continuo (Sistemas de colas)
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r0Cesos estocasticos estacionarios en

sentido amplio
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Procesos estocasticos estacionarios en sentido amplio

Son procesos estocasticos que se caracterizan porque algunas de sus
propiedades se mantienen constantes a lo largo del tiempo.

En concreto, un proceso estocastico, {X (¢) : t € T}, con espacio de tiempos
T C R es estacionario en sentido amplio si:

1. Su valor medio se mantiene constante en el tiempo:
EX(t)=p,VteT

2. La covarianza entre observaciones del proceso depende solamente del
tiempo 7 que las separa y no del momento ¢ en que se producen

cov (X (), X (t+7)) = R(7)

R(7) se denomina funcién de autocovarianza
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Procesos estocasticos estacionarios en sentido amplio

En particular, si elegimos r = 0, resulta:
o2 = var (X (t)) = cov (X (t), X (t)) = R (0)

y por tanto, la varianza de un proceso estacionario en sentido amplio es
también constante a lo largo del tiempo y su valor es igual a R(0).
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Ejemplos: Recorrido aleatorio con p=0.6 y q=0.4
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100 =
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» Claramente el valor esperado de este proceso no es constante en t.

» Elrecorrido aleatorio con p>q no es un proceso estacionario.

6 /45



Ejemplo: Recorrido aleatorio con p=0.5y q=0.5
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» Lavarianza de este proceso aumenta con t.

e Elrecorrido aleatorio con p=q tampoco es un proceso estacionario.
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Ejemplo: Proceso arménico

Un Proceso Armonico es un proceso estocastico de la forma:

X (t) = Z Ay, - cos (wit + r)
k=1

donde:

« Las amplitudes A4; son constantes.

e Las frecuencias w; son también constantes

e Las fases o1, 9, ..., 9, son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribucion Uniforme en [0, 27|

Veremos en primer lugar las caracteristicas de un proceso armonico simple
(conn = 1, es decir, con una séla componente armonica)
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Ejemplo: Proceso arménico simple

X(t)=3-cos(03t+¢), =~U)|0,2n

0.88

Tiempo

Una trayectoria del proceso
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Ejemplo: Proceso arménico simple

X(t)=3-cos(03t+¢), =~U)|0,2n
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Ejemplo: Proceso armonico simple

X(t)=3-cos(0.3t+¢), ~U]|0,2n|
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Tiempo

Cien trayectorias del proceso
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Ejemplo: Proceso arménico simple

E[X (t)] = 0 Vt : El proceso arménico tiene esperanza 0 para todo t.

e SiY es una variable aleatoria continua definida en [a,b] con funcion de
densidad f (y), sabemos que:

b
Elg(Y)] :/ 9(y) f (y) dy

e En el caso del proceso armonico, la variable ¢ es uniforme en [0, 2x|. Por
tanto su funcién de densidad es f(¢) = -~ y entonces:

27

A cos (wt + @) dp =

E[X(t)] = E[Acos (wt+ ¢)] = /0 7TAco.s: (wt + @) idSO = 9r .

2m

A 2r A o
= %[sen (Wt +o)], = E(sen (wt + 2m) — sen (wt)) =0
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Ejemplo: Proceso arménico simple

2
Var [X (t)] = A? V't : El proceso arménico tiene varianza constante.

e Como F X (t)] =0 Vt:
Var(X (t)) = E {(X (t))z} = E [A%cos” (wt + ¢)| = /0 7TA2cos2 (wt + ) 2—17Td<p

e Ahora bien:

cos’x — sen’c = cos2x 2 14 cos2zx 2 1 1
= c0s°’c = ———— = [ cos“zdx = —x + —sen2z
cos’c + sen’z = 1 2 2 4
« Por tanto:
A2 2 2 2T
Var (X (t)) = o /0 cos? (wt + ) dp = 124—71_ [%(wt + ) + %sen2 (wt + go)] 0 =

2 2

;47 [%(wt + 2m) + %sen2 (wt + 2m) — %wt — %sen2wt] = AT
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Ejemplo: Proceso arménico simple

Cov(X(t),X(t+71)) = A;cosz Vt : lacovarianza entre dos

observaciones depende solo del tiempo que las separa
» En efecto, como cos (w (t 4+ 7) + ¢) = cos (wt + @) coswt — sen (wt + ) senwt,
resulta:
Cow(X(t),X(t+7)=E[X({t)-X(t+7)]=F [A2cos (wt + @) cos (w(t+7) + )] =

A’E [cos® (wt + ) coswT + cos (wt + ¢) sen (wt + ¢) senwr| =

2
A’coswr - E [cos® (wt + ¢)] + A’senwr - E [cos (wt + ¢) sen (wt + ¢)] = 5 CoswT

pues

2
1
E [cos (wt + @) sen (wt + ¢)] = / cos (wt + @) sen (wt + ) 2—dg0 =
0 T

1 2 27
— [sen” (wt + )|, =0
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Ejemplo: Proceso arménico simple

Asi pues el proceso armdnico simple X (¢) = Acos (wt + ¢) verifica:
1. E X (t)] =0 Vt.

(la esperanza es constante)

2.Cov (X (t),X(t+71)) = A72cosw7' Vi

(la covarianza entre dos observaciones depende solo del tiempo que las
separa)

Por tanto el proceso armonico simple es un proceso estacionario en
sentido amplio.

Notese que ademas verifica que su varianza es constante:

Var | X (t)] = %2 Vi

15/45



Ejemplo: Proceso armanico con ruido

X (t) =3-cos(0.3t+ @)+ e(t), e ~ U0, 27]
( ) ~ iid N(0,0.25) V¢

0 20 40 60 80
Tiempo

Una trayectoria del proceso
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Procesos estacionarios: funcion de autocovarianza

R(t)=cov(X(t),X(t+71))
Propiedades:

1. R(0) = var (X (t)) = 0%

2. |R(1)| < R(0) VT

En efecto, el coeficiente de correlacion entre X (t) y X(t + 7) es:

Cov(X(t),X(t+71)) _ Cov (X (t),X(t+71)) _ Cov (X (t),X(t+1))
VVar (X(t)/Var (X(t + 1)) VR (0)\/R(0) R(0)

r(r) =

y como |r(7)| < 1, se sigue que R(7) = |Cov(X(t), X(t + 7))| < R(0)
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Procesos estacionarios especiales

Proceso de ruido blanco

Procesos Autoregresivos (AR)

Procesos de Media Mdévil (MA, Moving Average)

Procesos armonicos

En lo que sigue consideraremos procesos estacionarios en los que 7' = Z
(procesos en tiempo discreto).

Tales procesos en la practica sirven para modelar seiales digitalizadas.
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Proceso de ruido blanco

Un Proceso de ruido blanco (Proceso puramente aleatorio) es un proceso
estacionario en tiempo discreto {e (¢) : ¢ € Z} que verifica:

1.
Ele(t)] = 0Vt
2.
o2 sit=0
R(r) = {0 :iT#O

e Por tanto, un ruido blanco es una sucesion de variables incorreladas
con varianza constante.

e En el caso particular de que e(t) ~ N(0,0.) Vt € Z, el ruido blanco se dice
gaussiano.
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Proceso de ruido blanco

e Elruido es una sefial inherente a cualquier transmision de
telecomunicacion.

e En la practica, el ruido tiene multiples causas independientes entre si, que
suman sus efectos para producir el ruido que finalmente observamos. Por
ello si e(t) es una realizacion del proceso de ruido, podemos considerar
que:

e(t) = Yi(t) + Ya(t) + -+ -+ Yi(t) + ...

« Por tanto, por efecto del Teorema del limite central, podemos esperar que
para cada t la variable e(t) siga una distribucion normal. En
circunstancias normales cabe esperar también que Efe(t)] = 0, que la
variabilidad sea constante, Var(e(t)) = o2, y que en distintos instantes de
tiempo los ruidos se comporten de forma independiente, esto es
Covle(t),e(t+71)] =0

e De ahi que, en la practica, en el andlisis de las sefiales que se consideran
en Telecomunicacion, se asume habitualmente que el ruido es gaussiano.
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Ejemplo: ruido blanco gaussiano

e(t) ~iid N(0,1) Vt € Z

1.0-

0.5-

A

-0.5- !

e(l)

Tiempo
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(esos autoregresivos de primer orden,
AR(1)
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Proceso Autoregresivo de primer orden

Un proceso estacionario en tiempo discreto {X (¢) : ¢t € Z} es autorregresivo
de orden 1 (AR(1)) si:

« X (t) es estacionario
e X (t) verifica:
Xt)=aX(t—1)+e(t)

donde e(t) es un proceso de ruido blanco con varianza o2,y || < 1.
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Ejemplo: proceso AR(1)

X(t) = 0.1X (¢t — 1) +e(t), e(t) = N(0,0.01)

Wi Ui

X(1)
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Ejemplo: proceso AR(1)

X(t) = 0.75X (¢t — 1) + e(t), e(t) ~ N(0,0.01)

0 100 200 300 400 500

X(t)
—
e

_._-f_:
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Ejemplo: proceso AR(1)

X(t) = 0.98X(t — 1) + e(t) ~ N(0,0.01)

M WMWM H

0 100 500
Tiempo

Notese que cuanto mas se aproxima « a 1 tanto mas depende el valor X (¢) del
valor anterior X (¢ — 1)
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Proceso AR(1): Esperanza

De la definicion del proceso AR(1) se sigue que:
Xt)=aX(t—1)+e(t) =

—a(aX(t—2)+te(t—1)+e(t)

=a?’X(t—2)+a-e(t—1)+e(t)

=a’X(t—3)+afe(t—2)+ta-e(t—1)+e(t) =

Por lo que finalmente llegamos a que:

Xt)y=> o -e(t—k)
k=0
Como Ele(t)] = 0Vt = E[X(t)] = Y32, ¥ - Ele (t — k)] = 0
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Proceso AR(1): Varianza

Si X(t) es un proceso AR(1):
Xt)=aX(t—1)+e(t)
Teniendo en cuenta que X (¢t — 1) y e(¢) son incorrelados:
Var(X (t)) = o*Var(X (t — 1)) + Var(e(t))
Para que X(t) sea estacionario su varianza o% debe ser constante V¢. Por tanto:

2 _ 2 2 2
oy =a oy +o¢

Por tanto para un proceso AR(1) estacionario se tiene que:
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Proceso AR(1): Autocovarianza

Como el proceso X(t) es incorrelado con el proceso e(t — k):
R(r)=EX#t)X(t+7)]=FE[X@#)(aX(t+7—1)+e(t+7—-1))] =
=aR(T—-1)

Procediendo recursivamente:
R(t)=aR(t—1)=a’R(t—2) =---=a"R(0) = a"0%
—7_ 2

Para 7 < 0, como R(7) = R(—7) se sigue que R(7) = o "0

Por tanto:

all g2

| 2,T€Z
—«

R(1) = oz|7|a§( —
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Proceso AR(1): Autocovarianza

7] 2
aTlo?
R(1) = o

=075 o0-=1

R(f)
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~ Procesos de media movil de orden g
3 MA(q)

32 /45




Proceso de media movil de orden g, MA(q)

Un proceso estacionario en tiempo discreto {X (¢), t € Z} es un proceso de
medias moviles de orden ( si:

X (t) =boe(t) +bie(t—1)+... +bse(t — q)

siendo {e(t), t € Z} un ruido blanco.

Un proceso MA(Q) es un alisamiento o suavizado de un ruido blanco.
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Ejemplo: Proceso MA(4)

1 1 1 1
X(t) = —e(t —e(t—1 —e(t—2 —e(t—3) =
(6)= ge(t)+ge(t—1)+ ge(t—2) + ze(t—3)
Ce(t)tet—1)te(t—2)+e(t—23)
N 4
2_
o
© e(t)
= —Xit)
-2-
0 50 100 150
Tiempo
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Ejemplo: Proceso MA(15)

Con g=15 se incrementa el nivel de suavizado del proceso e(t):

. Proceso
(=]

= e(t)

=

— Xt)

0 50 100 150
Tiempo
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Ejemplo: Proceso MA(30)

Con =30 el suavizado es mucho mayor:

_— Proceso
(&) WM

= e(t)

=

— Xit)

0 50 100 150
Tiempo
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- Procesos armonicos



Proceso armonico

Ya hemos visto que un Proceso Armonico es un proceso estocastico de la
forma:

X (t) = Z Ay, - cos (wit + r)
k=1

donde:

« Las amplitudes A4; son constantes.
e Las frecuencias w; son también constantes
e Las fases o1, 9, ..., 9, son variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas, con distribucion Uniforme en [0, 27|
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Ejemplo: Procesos armonicos: superposicion de 3
armonicos

Amplitud
y Fase
A=5 =025
-- A=3 =05
A=1 =08

X(1)

0 20 40 60 80
Tiempo

X (t) = 5cos (0.25t + 1) + 3cos (0.5t + 3) + cos (0.8t + ¢3)
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Ejemplo: Procesos armdnicos: superposicion de 5
armonicos

Amplitud
o y Fase
— \ 1 R N She A=5 =0.25
= A A ak A3 605
SRRV FNARES DRV NIRTY 2 AN I NI IS N AETE RIS DR (R L -- A=1 @=0.8
0- A T IR DRWLRNT AT RN W FAN IRt AL AW N TET (TGRS ¥ AT A=t =03
i i R RV ) L ALy . _ j A2 woos

0 25 50 75 100 125
Tiempo

X (t) = 5cos (0.25t + 1) + 3cos (0.5t + ¢3) + cos (0.8t + 3) +
+4cos (0.3t + ¢4) + 2cos (0.6t + ©s5)
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Ejemplo: Superposicion de 500 armonicos

50-

0-

X(y)

-50-

-100-

0 25 50 75 100

Tiempo
500
X (t) = Z Ay, - cos (wit + r)
k=1
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Proceso armonico

Hemos visto también que para la k-esima componente armoénica del proceso,
Xi(t) = Arcos (wit + @), se tiene que:
. E[X;(t)] =0 Vt.
A
» Cov (X, (t), Xg (t + 7)) = 5 coswyT Vit
A

. 07 = Var (X, (t)) = — Vi
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Procesos armonicos generales

Dado un proceso armoénico X (t) = >, Ay, - cos (wit + ¢3), donde las
amplitudes A;, y las frecuencias w; son constantes y las fases ¢, son variables
aleatorias independientes con distribucion uniforme en [0, 27| se cumple que:

LE[X ()] =0 Vt
1. Debido a la independencia de las ¢:
A2

« R(1) = Cov (X (t),X(t+7)) =D p_1 5-COSWKT = Y, 1 O7COSWLT

« R(0) = 0% = Var (X (t)) = ¥)_, o
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Procesos armonicos generales

50-

X(t) (mas potente)
— Y(t) (mas debil)

X(y)

0
100

’ * Tiérﬁr?po = .
« Nétese que Var(X(t)) > Var(Y(t))

« La potencia de una sefial es proporcional a la varianza del proceso que la
representa.
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Procesos armonicos generales

« Esta expresion implica que o7 es la contribucion del armoénico
Xi(t) = Arcos(wit + o) a la varianza del proceso X(t).

e Dicha contribucion es,ademas, proporcional al cuadrado de la amplitud
Lo A
del armonico, pues o} = 5

« Siinterpretamos el proceso X(¢) como una sefal la varianza ¢% del
proceso puede interpretarse como la potencia de la seiial, y ¢ como la
contribucion del armonico Xi(t) a dicha potencia.

» Este es el fundamento de lo que se conoce como analisis espectral
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