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Tema 3: Distribuciones Multivariantes




5. Funciones de vectores aleatorios




Esperanza de una funcion de un vector aleatorio

1. Caso discreto

Si (X,Y) es un vector aleatorio de variables discretas y g(z, y) es una funcién
de R? en R tal que:

> ) g,y - P(X =2,V =y) <0

se define la esperanza de la funcion g(X,Y) como:

Elg(X,Y)] =) ) g(z,y) - P(X ==,V =y)
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Esperanza de una funcion de un vector aleatorio

2. (aso continuo

Si (X,Y) es un vector de variables aleatorias continuas con funcion de
densidad conjunta f(z,y) y se cumple que:

/_:/_: 9 (z,y)| f (z,y) dedy < oo

se define la esperanza de la funcion g(X,Y) como:

E[g(X,Yn=/w/wg<x,y>-f<w,y>dxdy

4 /39



Ejemplo:

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad:
6 2
f(z,y) = g(ery ), 0<z<1; 0<y<1

Calcular E[XY]

1 1 1 1
E[XY]Z/O /0 :Byf(flf,y)dﬂfdy:_/O /0 wyg(w+y2)dwdy=
—E /1/1:1:2d:cd+/1/1a:3da:d =
=5\ ) ) Tudedy+ || ayidedy . =
6 (221" [y21" [22]'[y* 1 B
E{[?H?L*[?HZL B
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Primera propiedad de linealidad de la esperanza

Ya hemos visto en el capitulo anterior que si A es una constante y X una
variable aleatoria, entonces:

E\-X] =X E[X]
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Segunda propiedad de linealidad de la esperanza.

E[X+Y]|=E[X]+E[Y]

Demostracion: (Caso continuo)

E[X+Y] =/_:/_:(:u+y)f(x,y)dmdy=

:/_:/_:mf(w,y)dwdy+/_:/_:yf(:c,y)dmdy:

[Tl sewaas [Tol [ iewasfa -

_/_oowfx(w)dw+/_ooyfy(y)dy=E[X]+E[Y]

La demostracion en el caso discreto es analoga, cambiando integrales por
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ciacion lineal entre variables aleatorias
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Asociacion lineal entre variables aleatorias: Covarianza

Sea (X,Y) un vector aleatorio, y sean u, = E[X]V u, = E[Y]. Se define la
Covarianza entre X e Y como:

COV(X7 Y) — E[(X o HX)(Y o :uy)]
La covarianza puede calcularse también mediante:

Cov(X,Y) = E[X -Y] — E[X]- E[Y]

Demostracion:
COV(X7 Y) = E[(X - /J’X)(Y - /J’Y)] =F [XY - lu'YX - :u’XX + /-LX/'LY] -

- E[XY] — By ly — Byfby T Hylby = E[XY] — HxHy
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Ejemplo:

Tenemos que:

6 1 6 [ 6 [ «3 1 22 ! 3
fx (@) 5(:”3) ] 5056(H )m 5[3+32]0 5
6 1 6 1 1 6 1y2 y4 1 3
2 2
fr (y) 5<2+y) Y] 5/0y<2+y>y 5[22+4]O =
Por tanto:
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y] = — 2.3 _3-36_ 1
20 5 5 100 100
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Asociacion lineal entre variables aleatorias: Covarianza

Proposicion:

Si X e Y son independientes = Cov(X,Y) =0

Demostracion:

Si X e Y son independientes, entonces f(z,y) = fx (z) fy (y), de donde:

Blxy) - [ : / : euf(e,y)dody = [ : / : eyfx (z) fy (y) dady =

— [ atx@ds [ utr@dy=EXEY]
y por tanto E[XY] — E[X]E[Y] =0
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Interpretacion geométrica de la covarianza

(1) : @ .
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e Enlos cuadrantes (2) y (3): (X — E[X])(Y — E[Y]) >0
e Enlos cuadrantes (1) y (4): (X — E[X])(Y — E[Y]) <0

e Cuando entre X e Y hay una relacion lineal creciente: Cov(X,Y) > 0
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Interpretacion geométrica de la covarianza

(2)

| .
@ G EX

e Cuando entre X e Y hay una relacion lineal decreciente: Cov(X,Y) < 0
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e Cuando entre X e Y no hay relacion lineal: Cov(X,Y) =0
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Asociacion lineal entre variables aleatorias: Correlacion

Se define el coeficiente de correlacion lineal de Pearson como:

cov (X,Y)

Ox0y

Px,y —

siendo o2 y o2 las varianzas de X e Y respectivamente.
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Ejemplos
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Propiedades del coeficiente de correlacion

 El coeficiente de correlacion mide el grado de asociacion lineal entre X e
Y:

—-1<p,, <1

Cuanto mads se aproxima |p, .| a 1, mas se aproxima la relacion entre X eY a
una recta.

e Si|p,,| =1entoncesY =aX + b, esto es, los valores (X,Y) se disponen
exactamente a lo largo de una recta.

Pinchar aqui para ver la demostracion de estas propiedades
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Propiedades del coeficiente de correlacion

« Dos variables aleatorias X e Y se dicen incorreladas si Cor(X,Y) =0

» Ya hemos visto que si X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) =0,y
por tanto también Cor(X,Y) = 0 (son incorreladas)

e Lo contrario no es cierto, es decir, si X e Y son incorreladas, no son
necesariamente independientes.

Veamos a continuacion un ejemplo de variables incorreladas, pero
dependientes.
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Ejemplo:

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad:

3
fl@y) =7, -1<z<l 0<y<(1-27)

0253~

A0 05 0o 05 10
x
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Ejemplo:
e La densidad marginal de X es:

fx(w):/_oof(w,y)dyzfo B %dy:i[yléx = %(1—532)

« La densidad marginal de Y es:

e Obviamente f(z,y) # fx(z) - fyv(y) = X e Y no son independientes.

20/ 39



Ejemplo:
Ahora, para calcular la correlaciéon entre X en Y hallamos E[X], E[Y]y E[XY]:

E[X]:/Oomfx(x)dxz/l%m(l—xz)dx:%[%2—%4]11:0

00 -1

00 1
E[Y]=/_ yfy(z,l)alyz/0 gy 1—ydy=---=%

(Esta integral se resuelve facilmente con el cambio de variable 1 — Yy = t2)

00 00 1 1—22 1
3 3 _a?
E[XY]=/ / wy-f(w,y)dyZ/lfo Zdydw=1/1w[y]3 dz

3 ! ) 3[x? ot

Por tanto:
Cor(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] =0
lo que implica que X e Y son variables incorreladas
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\arianza de la suma de variables aleatorias.

Si X e Y son variables aleatorias independientes o incorreladas:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Demostracion:
Llamando p, = E[X]y u, = E[Y] y teniendo en cuenta que E[X + Y] = pux + py:

Var (X +Y) = B[(X+Y — (ux + wv))’] = B [(X - px) = (¥ — )’ =
=B [(X — px) = 2(X — px) (Y = o) + (Y = y)’] =

= B[(X — i)’ = 2B((X — ) (V — )] + B[ (Y — pwy)?] =
= Var(X) + Var(Y) — 2- Cov(X,Y) = Var(X) + Var(Y)

pues Cov(X,Y) = 0 cuando X e Y son independientes o correladas.
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6. Distribuciones multivariantes generales




Distribucion conjunta de un vector aleatorio

Todas las definiciones y propiedades que hemos visto para las distribuciones
de probabilidad de vectores aleatorios bidimensionales (X, Y) se pueden
generalizar al caso de vectores multivariantes:

e Si(X,,...,X,)esun vector de variables aleatorias, su distribucion de
probabilidad acumulativa conjunta se define como:

F(x1,...,2q) =Pr (X1 <z1,..., X, < z,)

e La distribucion marginal de X; se obtiene como:

Fi(zr) = Pr(X), < ax) = F(00,..., T, . .., 00)

24 /39



Distribucion conjunta de un vector aleatorio

e Cuando las X; son continuas, la distribucién de probabilidad de
(Xi,...,X,) se dice absolutamente continua si existe una funcion
f(z1,...,2z,) > 0 tal que:

t t
F(tl,...,tn):/ / f(zy,...,xy)dz---do,

e En tal caso, la funcion f(zy,...,z,) recibe el nombre de funcion de
densidad de probabilidad conjunta.

e Cuando las X; son discretas, la funcion de probabilidad conjunta del
vector (Xi,...,X,) es:

PI‘(Xl = wl,...,Xn = CL‘n)
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Independencia multivariante

Las variables aleatorias X1, ..., X, con distribuciéon conjunta F (¢,...,t,) son
independientes si se satisface a condicion:

F(tl,...,tn) = F; (tl) °°°°° F, (tn) : Vig,...,t,

Esta condicion es equivalente a:

e En el caso discreto

Pr(Xi=x1,...,Xn =) =Pr(X1 =21)...Pr(X, = z,)

e En el caso continuo:
f(x1,...;zn) = fi(z1) - fn(zn)

(siendo fla densidad conjunta, y f; l1a densidad de probabilidad marginal de la
variable X;)
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7. Sucesiones de variables aleatorias
independientes




Sucesiones de variables aleatorias independientes

Ejemplo

« Consideremos un sistema electronico compuesto por una unica placa de
microcircuitos tal que cuando la placa falla es sustituida por otra placa
analoga.

e Sea Xj la duracion de la k-ésima placa que se instala en el sistema.

e La duracion de cada placa es una variable aleatoria; como las sucesivas
placas son siempre iguales, sus duraciones tienen la misma funcion de

densidad f(z).

e Asimismo, es razonable suponer que las duracion de cada placa es
independiente del tiempo que hayan durado las demas.

e Diremos en este caso que X1, X,, ..., X,, constituye una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(iid)
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Sucesiones de variables aleatorias independientes

Otros ejemplos

Tiempos entre llegadas de paquetes a un conmutador de red.
Tamaifio de los sucesivos paquetes de datos recibidos en un conmutador.

Numero de llamadas de telefonia movil atendidas por una antena cada
dia.

Duraciones de las sucesivas llamadas telefonicas atendidas por una
antena de telefonia mavil.

Tamario de los sucesivos paquetes de datos que transmite un jugador
durante una partida de un juego en red.

Tiempos de espera de un paquete en los sucesivos nodos de la red que
debe atravesar para llegar de su origen a su destino.
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Sucesiones de variables aleatorias independientes

Teorema: Sea X;, X,,..., X, una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas tales que E[X;] = py
Var(X;) = o? para k= 1,2,...,n. Entonces, si g, = + ' | X; se tiene que:

B (3, — )| — 0

n—oo

Este teorema indica que si se dispone de una muestra de n observaciones de
X;, a medida que la muestra aumenta de tamario (n crece) la media aritmética
de dichas observaciones 4 se va aproximando en promedio cada vez mas al

valor de p.

Dicho de otra manera: La esperanza p de una variable aleatoria coincide con
la media de un namero grande de observaciones independientes de dicha
variable.
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Demostracion

e Por las propiedades de linealidad de la esperanza:

—FE %E;X] = %Z;E[X,-] =

e Por ser las X; variables independientes:

Var (41, —var( ZX) = Zvar

=1

e Ahora bien:
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Sucesiones de variables aleatorias independientes

Si Xi,..., X, son variables aleatorias i.i.d. con esperanza p y varianza o?,
entonces:

1.FE [Z?:l X;| =np
2. var (37, Xi) = no?
Si ademas n — oo:
Teorema del limite central: Sea X;, X,, ..., X,, una sucesion de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que E[X]| = uy
Var(X}) = o? para k = 1,2,...,n. Entonces:

YiaXi—np

=G

> N (0,1)
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Ejemplo

Un sistema electronico esta compuesto por una unica placa de microcircuitos.
Cuando la placa falla, se sustituye por otra igual. Si la duracion de cada placa
sigue una distribucidon exponencial con parametro p = 5 meses, y se dispone
de 30 placas que se van reemplazando sucesivamente a medida que fallan
¢Cual es la probabilidad de que el sistema funcione durante al menos 10 afios?

Sea X; la duracidn de la i-ésima placa, X; ~ exp(5). Por tanto:
E[X;] =p =5, o2 =Var(X) = p? = 25

La duracion total de las 30 placas es Y, X;. De acuerdo con el teorema del
limite central:

Y0 X -30-5  YF X150
5v/30 5v/30

La probabilidad de que la duracidn total supere los 10 afios (120 meses) es
entonces:

30 0 X; — 150 —
Pr <Z X; > 120) = Pr (Z“ > 120 150) — Pr(Z > —0.91) = 0.8186

5v30  54/30

~ N (0,1)
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Ejemplo

En el sistema anterior ¢De cuantas placas debe disponer el sistema si se quiere
garantizar que la probabilidad de que dure mas de 15 afios sea al menos 0.99?

15 afios son 180 meses; debemos encontrar el valor de n tal que:

n
Pr (Z X, > 180) > 0.99

i=1

Entonces:
n X, =5 _ _
Pr() X;>180| =Pr 2ei m, 180 -om) _p (Zz M) —0.99
pry 5\/n 5\/n 5y/n
Utilizando la tabla de la N(0,1) se observa que Pr(Z > —2.33) = 0.99. Por tanto:
1 _
180=5n _ 44
5,/

Despejando n:
(180 — 5n)* = (—2.33 - 5,/n)” = 180 — 1800n + 25n° = 135.7225n =

25n% — 1935.7225n + 180> = 0 = n = 53
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8. Funcion caracteristica multivariante




Funcion caracteristica multivariante

Sea (X,Y) un vector aleatorio. Se define su funcion caracteristica como:

o(u,v) = Ble!X+)

Propiedades

« La funcion caracteristica de la distribucion marginal de X es:
Px (u) - E[eiuX] - (p(u, O)
« La funcion caracteristica de la distribucion marginal de Y es:

@y (v) = Ele™] = (0, v)
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Propiedades de la Funcion caracteristica multivariante

e Si X eY son independientes:

QO(’U,, ’U) — SOX(,U’) " Py (’U)

Demostracion (caso continuo):

¢ (u,v) =E [ei(“XJr”Y)} = / / e et f (z,y) dedy =

=[] e @ s ey = ([ epe@a) ([ e way) -

= Px (U) Py (’U)

La demostracion para el caso discreto es analoga cambiando integrales por
sumas y funciéon de densidad por funcion de probabilidad.
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Propiedades de la Funcion caracteristica multivariante

e Si X e Y son independientes, la funcion caracteristica de su suma
T=X+Y es:

99T(t) — 9?X(t) 'qu(t)

Demostracion:

¢r () = B[] = B [8X)] = B [05M)] — o (1,8) = o, (1) o, (1)
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Propiedades de la Funcion caracteristica multivariante

Esta propiedad se puede generalizar facilmente para la funcidn caracteristica
de la suma de n variables aleatorias independientes:

Px,+ Xyt +Xn (t) = H Py, ()
1=1

A partir de esta propiedad, utilizando el teorema de inversion de la funcion
caracteristica, es posible hallar la funcion de densidad de la suma de variables
aleatorias independientes. Vease aqui un ejemplo

39/39


file:///home/angelo/Dropbox/Docencia%20Compartida/Teleco/webEype/ejemplosDesarrollados.html#erlang

