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Distribucion conjunta de dos Variables Aleatorias
Continuas.

Dadas dos variables aleatorias X e Y definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad (2, F, P), la funcion de distribucion conjunta de (X,Y) es:

F(5,t) =Pr(X <s,Y<t)=Pr({X <s}n{Yy <t})

En el caso de que X e Y sean continuas, si existe una funcién f: R* — R,
integrable y no negativa, tal que:

F(s,1) //fa:yda;dy

entonces la funcion de distribucion F(s,t) es absolutamente continua y f(s, t)
recibe el nombre de funcion de den81dad de probabilidad del vector (X,Y).
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Propiedades de [a funcidn de densidad bivariante

/:/:f(ﬂc,y)da;dy: 1

b pd
Pr(a<X§b,c<Y§d)://f(:l:,y)dmdy

Si f(z,y) es continua,

8m8yF(w,y) = f(z,y)
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Ejemplo:

En estudios sobre la actividad neurologica del cerebro es habitual medir
sefiales eléctricas en la corteza cerebral. En ausencia de estimulos externos, la
sefial medida en cierta region tiene una amplitud X y una fase Y aleatorias
que se distribuyen de acuerdo a la funcion de densidad:

flzy)=Azye ¥, 0<a<1, 0<y<m
1. Determinar el valor de X para que la funcién anterior esté bien definida.

1. Determinar la probabilidad de que la sefial registrada tenga una amplitud
mayor que 0.5 y una fase entre n/2 y .
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Ejemplo:

1. El valor de la integral de la funcion de densidad sobre el rango en que estan
definidas las variables debe ser 1. Por tanto:

00 00 1 T
1= / f(z,y) dzdy = / / )\wye_yzd:cdy =
—00 J —00 0 0
! L ! 1 _]"
)\/ w{/ yeydy}dwz)\/ x[——ey] dr =
0 0 0 2 0
)\ ) 2 1 )\ ]. — 6_7T2
:——(6_7T —1) [w—] = ( ) A= 1

0 4 1— 6_7r2

La figura siguiente muestra la representacion grafica de esta funcion de
densidad:
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Pulsar aqui para rotar esta figura de forma interactiva 7/32
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A continuacion se muestra la funcidon de densidad f(z,y) vista "desde arriba",

asi como una muestra aleatoria de 5000 observaciones (puntos) de la variable
aleatoria bidimensional (X,Y); puede verse que:

» la densidad (observada) de puntos es mayor donde la densidad de
probabilidad (tedrica) es mas alta.

» donde la densidad de probabilidad es cero, no hay observaciones de
(X,Y)
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Ejemplo:

2. Determinar la probabilidad de que la sefal registrada tenga una fase entre
7/2 y = y una amplitud mayor que 0.5.

1 ™
P <X > 0.5, T <Y < 7r) = %/ / a:ye_yzdwdy:
2 1—e™ JosJn/2
1 4T 1
L / z [_le—yz do— —2 / - (e—(N/Z) _ e_ﬂz) gn
1—e ™ Jos 2 1r/2 1—e ™ Jos
2 : 27" 2 : 1 1
— = (e—(m) _ e—ﬂz) !"”_ - = (e—W?) - e—ﬂz) <— - —) — 0.0636
1 e 2]y 1-e 2 8

Esta probabilidad corresponde al volumen bajo la funcion de densidad sobre
laregion 0.5 < X <1, 7 <Y <7, tal como se muestra en la figura siguiente:
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class: split-25

La proporcion (observada) de puntos de la muestra anterior que caen en la
region 0.5 < X <1, 7 <Y < 7 es 0.06867, que se aproxima bastante al valor

tedrico 0.0636. 10/ 32



Funcion de densidad marginal

Si f(z,y) es la funcion de densidad del vector aleatorio (X,Y), la funcion de
densidad marginal de X se obtiene integrando (sumando) sobre todos los

posibles valores de y:

fx(w)=/oof(w,y)dy

Analogamente, la densidad marginal de Y se obtiene integrando (sumando)
sobre todos los posibles valores de x:

fr(y) = /oof(w,y)dw
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Ejemplo:

Calculemos las densidades marginales de:

4 2
fle,y) = ———xye™
1—e™™
1. Densidad marginal de X:
o0 T 4 o 4 T o
fx(w)=/ f(w,y)dy=/ —zye ¥ dy = w_Q/ ye Vdy =
—0 0o 1—e™™ 1—e™ Jo
= _ 4z —16_y2 = i l (1 — 6_W2> =2z
1—e ™ 2 0 l—e ™ 2
2. Densidad marginal de Y:
00 1 ) 4 —y? 1
= fayd— [ —ayerde— 2 [ ado-
—00 0 l1—eT™ 1—eT™ 0
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Ejemplo:

Graficamente:
= 2 e’y2
fx(z) =2z fr(y) = 1fgﬂ2

f,0v)

K {Amplitud)

Y (Fase)
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Distribuciones de probabilidad condicionales.

La funcion de distribucién acumulativa de Y condicionada por el valor de X
se define como:

Fyjx=z (y) =Pr (Y <y | X =2)

En el caso discreto:

En el caso continuo sustituimos la suma por la integral (siempre que exista

f(z,y)):

b f(z,y)
—o fx (:1:)

14/ 32



Distribuciones de probabilidad condicionales.

Derivando en la funcién de distribucion condicionada, se obtiene la funcion
de densidad de Y condicionada por X:

f(z,y)
fx ()

fY|X (y|z) =

Analogamente, la funcion de densidad de X condicionada por Y es:

f(z,y)
fr (y)

fX\Y (zly) =
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Ejemplo:

4 _
f(z,y) = ;1Y€
l1—e™™

y2

1. Densidad condicional de X dado el valor de Y:

2
flay) oeeve”
frly) e

1—6*7r2

=2z

fX|Y (zly) =

2. Densidad condicional de Y dado el valor de X:

2

4 _
flz,y) Te=7Y¢ ! 2ye ¥’

fX(a;) 2x 1 —e ™

fY|X (ylz) =

Notese en este ejemplo que:

» Las densidades condicionales coinciden con las marginales (ésto no tiene
por qué ocurrir siempre)

» La densidad de X condicionada por Y no depende de Y, y la densidad de Y
condicionada por X no depende de X. (ésto tampoco ocurre siempre)
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4. Independencia de Variables Aleatorias




Independencia de variables aleatorias.

Dados dos sucesos A y B de un espacio muestral €2, ya habiamos visto que son
independientes si B no informa sobre 4, esto es:

P(A|B) = P(4)
De donde se seguia que si Ay B son independientes, entonces:
P(ANB)=P(A)- P(B)

De modo completamente analogo, dado un vector (X,Y) de variables
aleatorias, ambas son independientes si:

e En el caso discreto:
PX=z|lY=y=PX=2) PX==zY=y)=PX=z)P(Y=y)
e En el caso continuo:

frix(y/z) = fr(y) f(z,y) = fx(z)fr(y)
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Independencia de variables aleatorias.

« La independencia entre dos variables aleatorias X e Y significa que el
conocimiento del valor de una de ellas no permite mejorar las
predicciones que podamos hacer sobre el valor de la otra.

 En el ejemplo anterior, fxy(z|y) = 2z, lo que significa que la densidad de X

conociendo el valor de Y no depende de Y; por tanto Y no informa sobre
X.

e Lo mismo puede decirse sobre la densidad de Y conocido el valor de X, en
2 e’-’/2

este caso fy(x (y|z) = ——: no depende de X y por tanto el valor de X no

et

informa sobre la probabilidad de Y.

« Podemos comprobar en este caso que se cumple que f(z,y) = fx(z)fy(y),

2 2
dxye™Y 2yeY

2 2z - 2
l—e ™ l—e ™

pues

« Por tanto nuestras variables X e Y (amplitud y fase de una sefial medida
en un cerebro en reposo) son independientes.
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Esperanza condicional.

Dado un vector aleatorio (X,Y), la esperanza de Y condicionada por X es el
valor esperado de Y cuando la X toma un valor fijo . Se calcula mediante:

e Cuando X es discreta:

EY | X=z]=) yP(Y=y| X =ux)

e Cuando X es continua:

©9)

E[Y\X=w]:/ uf (y | =) dy

—00

La esperanza de X condicionada por Y se define de modo analogo. 20/ 32



Ejemplo 1:

4 2
_ —y
fley) = —oye
Esperanza de Y condicionada por X:
T s 2y€7y2 2 s L,
ElY | X =z :/ yfyix(ylz)dy = / y—dy = —2/ yle Vdy
0 0o l—eT™ 1—e™ Jo

La funcidn y2e ¥ no puede integrarse analiticamente, pero puede calcularse la
esperanza anterior utilizando matlab/octave:

function f=f(y)
f=2xyxexp(-y"2)/(1-exp(-pit2))

endfunction

mu=quad(@(y) y.*xf(y),0,p1)

## mu = 0.88610
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Ejemplo 1:
« Esperanza de X condicionada por Y:

1 1 541
0

» Notese que en este ejemplo la esperanza de X condicionada por Y no
depende del valor de Y, y la esperanza condicionada de Y por el valor de

X no depende de X (cosa que ya podiamos sospechar ya que lo mismo
ocurria con las densidades condicionales).

» Esto es otra consecuencia de la independencia entre X e Y.

22 [ 32



Ejemplo 1:
Si volvemos a los 5000 valores observados del vector (X,Y) y representamos la
funcion:

u,(x) = E[Y|X = z] = 0.8861

esta funcion es una recta horizontal que corresponde al valor medio de Y para
cada z:

[#]
[

. . Por tanto, da igual lo que valga la z,
R I el valor esperado de Y es siempre el
A mismo (0.8661) — el valor de z no
informa sobre Y (son
independientes).
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Ejemplo 1:

Asimismo, si representamos la funcién:

px(y) = E[X]Y = y] = %

obtenemos una recta vertical que corresponde al valor medio de X para cada
Y.

| — Vemos que da igual lo que valga la y,
R el valor esperado de X es siempre el
3 By mismo (2/3) = el valor de y no
informa sobre X (son
independientes).
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Ejemplo 2:

Consideremos ahora el vector aleatorio (X,Y) con funcidon de densidad:

flz,y) =A=z+79?), 0<z<1;0<y<l1

Calculo del valor de i:

1/Ol/glf(a:,y)dyd:c)\/Olfol(m+y2)dyda:)\{/Ol/olwdydw+/01/01y2dyd:c}
—,\{/Olm</01dy)dm+/ol(/01y2dy>dx}—,\{/le[y](l,dx+/01[y3—3}:dm}_
IA{/Olivder/Ol%dw}: {[%ZEJr%[x](l)}:)\(%—k%):)\% — )\:g
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Ejemplo 2:

Representacion grafica de f(z,y) = g(a: + y2):

Pulsar aqui para rotar esta figura de forma interactiva 26 /32
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Ejemplo 2:

f(m,y) — _(m + y2)

o] &

Densidad marginal de X:

fx(w):/olf(w,y)dy: g/ol(x+y2)dy:§[a:y+ y_3]0: g(.HE)

Densidad marginal de Y:

= [ feote=0 [(ere= 2% 4ie] = 8(L+)

En este caso X e Y no son independientes pues f(z,y) # fx(z) - fr(vy)
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Ejemplo 2:

f@,) = 3@ +9)

Densidad condicional de Y dado el valor de X:

Cfley)  s@+HY) (@)
frix (ylz) = (@) g

Densidad condicional de X dado el valor de Y:

flz,y)  s@+Y) (244

fxyy (zly) = = =
A ( )

fr (y) g s+1v2)  (3+y
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Ejemplo 2:

f@,) = 3@ +9)

Esperanza de Y condicionada por X:

1 1 T 4 2 1 2 4
BYIX=a)= [ uhx i dy= [ vy = oL L]
0 0 (x%—%) (x%—%) 0
:M:§<zw+l>
(a+1) A\3e+1
Esperanza de X condicionada por Y:
1 1 4 g2 1 3 971
E[X\Y:y]:/ :I:f(a:\y)d:c:/ :I:( 2) dr = - . [% yz%] —
0 0 ( + ) (5—#y) 0
sta¥ 243y
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Ejemplo 2:

La grafica siguiente muestra 25000 observaciones del vector (X,Y):

075
= 50-

025-

Q00
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Ejemplo 2:

Si superponemos la funcion p, (z) = E[y|X = z] = %(2‘”“ ):

1.00-

075~

-~ 030~

023~

000"

La linea roja es el valor esperado de Y
para cada X. Cuando el valor de X es
pequerio la esperanza de Y es mas alta; a
medida que aumenta el valor de X
disminuye el valor esperado de Y — El
valor de X informa sobre Y
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Ejemplo 2:

. . . . 7 2
Asimismo, si superponemos la funcion u,(y) = E[X|Y =y = 21—21;2 obtenemos:

1.00-

La linea azul es el valor esperado de X
para cada Y. A medida que Y aumenta, el
valor esperado de X disminuye. = El
valor de Y informa sobre X.

> 030-
023~

000~
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