Estadistica y Procesos Estocasticos
“Tema 2: Variables Aleatorias
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8. Funcion Caracteristica




Funcion (aracteristica

Es una herramienta que permite simplificar en muchos problemas el manejo
de las distribuciones de probabilidad.

Se define como:
o (u) = E [e"])

Por tanto, si X es discreta con funcion de probabilidad P:

p(u) =) e"“P(X =z
k
y si X es continua con funcion de densidad f (z):

p(w) = [ef(z)da
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Teorema: Sea X una variable aleatoria tal que £ [X"] < oo para algun valor
n > 1. Entonces existe la k-ésima derivada de ¢ (u) para todo k < n, y ademas:

oM (0) = i* B [X*]

De donde:
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Funcion caracteristica: Distribucion de Bernoulli

Sea X una variable aleatoria con distribucion de Bernoulli, esto es:

X:{O 1—p
1 p

e Funcion caracteristica:

o Esperanza:

E[X]:7¢'(0):7 p-i-el=p
e Varianza:
1 1 .
21 " _ 2 0 __
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Funcion caracteristica: Distribucion binomial

Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial 4 (n, p). Entonces:

n

P(X=k) = (k>pk(1—p)n_k, k=0,1,...,n

e Funcidn caracteristica:

k=0 k=0
— - n .eiu k 1 — n*k: .eiu 1 — n
kZ:; <k) (p-e™) (1 —p) (p-e"+1—p)

o Esperanza:
! iu n—1 . iu / . 1 /
cp(u):n(p-e +1—p) p-i-e :>g0(O)Zn-p-zéE[X]:?go(O):np

e Varianza:

Var (X) = B[X*] - (BIX)’ = 3 0~ (14 ©)) =+ =mp(1-p)
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Funcion caracteristica: Distribucion de Poisson

Sea X una variable aleatoria con distribucion de Poisson, esto es:

T

Pr(X:w):e_’“u—' :x=0,1,2,...
x!

|
z=0 =0 L
. T
o0 mu
) pe™) . .
:e“g ' — e Hene" — gnl(€"-1)
T

o Esperanza:
¢ (u) = ipe™e! V) = ¢ (0) =ip = E[X] = —¢/ (0) = p

e Varianza:

1

Var () = B[X’] - (BIX)* = 54 0) - (3¢ 0)) ==
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Funcion caracteristica: Distribucion exponencial

Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial, esto es:
fx) =X, >0

e Funcion caracteristica:

2 (U) — / elumf(x) dr = / eium)\e—/\wdx _ )\/ e—()\—iu)wdx _
0 0 0

A i_e—(x—mnx}“°__ A

A —iu 0 A—iu
o Esperanza:
@' (u) = o _wa = ' (0) =+ = BIX] = 90'50) _ ;
e Varianza:
Var(X) = B [X*] - (B[X))* = 54" (0) - (lso <o>)2 ==
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Funcion caracteristica: Distribucion normal

Sea X una variable aleatoria con distribucion normal N(u, o), esto es:

1 _1(z==x)’
f(z) = 62("),:1:ER
o\ 2w
e Funcion caracteristica:
© (’U,) — eiuu—§02u2

(véase aqui una demostracion)

o Esperanza:

. ipu— o u? . 1
@' (u) = (ip — o*u) 27" = ¢/ (0) = ip = B[X] = —¢'(0) =

e Varianza:

Var (X) = B[X*] - (BIX)’ = 34 0) — (14 ©)) =+ =0
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file:///home/angelo/Dropbox/Docencia%20Compartida/Teleco/webEype/Demostraciones.html#funCarNormal

Interpretacion de [a funcion caracteristica

Supongamos que X es una variable aleatoria con distribucion de Poisson de
parametro p = 2. Su funcién de probabilidad es de la forma:
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Podemos expresar la funcion caracteristica como:

© (’U,) wX _ Zewmp _ Z
z=0 =0
>3

Por tanto, llamando p, = P(X = z)

» La parte real es una suma ponderada de términos periodicos cos(uz) con
z=0,1,2,...:

cos(0)pg + cos(u)p; + cos(2u)ps + cos(3u)ps + . ..

« Analogamente, la parte imaginaria es también una suma ponderada de
términos periodicos sen (uz), z =0,1,2,...:

sen (0) pg + sen (u) p; + sen (2u) py + sen (3u) ps + . ..
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Graficamente, cuando u € [0, 2x]:
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Y si representamos la parte imaginaria frente a la parte real:
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» Podemos decir por tanto que la funcion caracteristica contiene la misma
informacion que la funcion de probabilidad; lo que hace la funcién
caracteristica es codificar las probabilidades de los distintos valores de la
variable X en distintas frecuencias, haciendo coincidir la amplitud de
cada frecuencia con la probabilidad del valor correspondiente.

« La interpretacion geomeétrica en el caso de otras variables aleatorias
discretas es analoga al caso de la variable de Poisson.

« La interpretacion en el caso de las variables continuas es similar, salvo
que lo que se codifica en este caso son los valores de la funcion de
densidad de probabilidad.

» Asi pues, la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria puede
caracterizarse de manera equivalente mediante su funcién de
distribucion o mediante su funcién caracteristica.
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Teorema (de inversion de la funcion caracteristica); Sea X una variable
aleatoria con densidad de probabilidad f (¢) y funcion caracteristica ¢ (u). Se
tiene entonces:

En el caso discreto:
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