Estadistica y Procesos Estocasticos
Tema 6: Procesos Estacionarios: Analisis
Espectral
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Procesos armonicos

Ya hemos visto que un Proceso Armonico es un proceso estocastico de la
forma:

X (t) = Z Ay, - cos (wit + r)
k=1

donde:

e Las amplitudes A4; son constantes.

e Las frecuencias w; son también constantes

e Las fases ¢, s, ..., 9, son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribucion Uniforme en [0, 27|
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Ejemplo: Superposicion de 500 armdnicos

50

0-

X(t)

-R0-

-100-

0 25 50 75 100
Tiempo

500
X (t) = Z Ay, - cos (wit + r)
k=1
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Procesos armonicos

Hemos visto también que para la k-esima componente armoénica del proceso,
Xi(t) = Arcos (wit + @), se tiene que:
. E[X) (t)] = 0 Vt.

« Cov (X (t), Xp(t+71)) = %coswm Vi

2

. 02 = Var (X; (t)) = 2= vt
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Procesos armonicos

Como consecuencia, un proceso armoénico construido como superposicion
(suma finita) de componentes armonicas:

X (t) = Z Ay, - cos (wit + 1)
k=1

cumple que:
1LE[X (t)] =0 V¢

1L.R(t)=Cov(X (), X(t+7)=>,_, ATzCOkaT

n A2 n
1. R(0) =0% =Var(X(t)) =Y 1 15 = 21102
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Procesos armonicos

La expresion:

implica que o2 = A es la contribucion del armonico X (t) = Axcos(wit + @) a
P q k B g

la varianza total del proceso X(¢):

precuencia | o | o || o
2 A2 A2

Contribucién S B T e
2 2 2

Siinterpretamos el proceso X(¢) como una sefial la varianza o% del proceso
puede interpretarse como la potencia de la sefial, y o; como la contribucién
del armonico X,(t) a dicha potencia.
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Ejemplo: Procesos armdnicos: superposicion de 5 armonicos

Amplitud
y Fase
A=5 =025
A=4 =03
-~ A=3 =05
A=2 =06
A=1 =08

0 25 50 75 100 125
Tiempo

X (t) = 5cos (0.25t + 1) + 3cos (0.5t + p3) + cos (0.8t + ¢3) +
+4cos (0.3t + 4) + 2cos (0.6t + ¢s5)

¢Cudl es la contribucion de cada armonico a la varianza del proceso
(potencia de la seiial)?
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Ejemplo: Procesos armdnicos: superposicion de 5 armonicos

X (t) = 5cos (0.25t + 1) + 4cos (0.3t + ) + 3cos (0.5t + p2) + 2cos (0.6t + p5) + cos (0.8t + ¢3)

En este ejemplo, la contribucion de cada armonico (wy ) a la varianza total del
proceso seria:

Frecuencis | 025 |0.3010.30]0.0] 050

Contribucién (2) 12.50 8.00 4.50 2.00 0.50

Contribucion(en 45 99 0.16 0.07 0.02

proporcion)
- Componente
2 g, B a=1 p-08
= B a2 ¢-08
=] == 9=t

= B A=3 =05
E a- B =4 =03
l [ a-5 =025

- L

025 030 0.70 0.80

Frecue ncia
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Ejemplo: Procesos armdnicos: superposicion de 5 armonicos

» Notese que esta figura es muy similar a la funcion de probabilidad de una

variable aleatoria discreta.

» En lugar de representar la probabilidad que corresponde a cada valor de
la variable, cada barra representa la parte de la potencia total (varianza)

que corresponde a cada armonico (frecuencia)

Contribucicn

&-

4-

0.25 0.30

0.50
Frecuencia

0.60

0.70

0.80

Componente
B a=1 ¢-08
B a2 =08
B A=3 =05
B =4 =03
[ a5 =025
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- ‘Densidad espectral



Teorema de representacion espectral

e Un proceso armonico es, en general, de la forma:

X(t) = Z Ay, - cos (wit + ©r)
k=1

« Teorema de representacion espectral: Bajo ciertas condiciones, un
proceso estacionario puede expresarse como:

X (t) = /WA(w) coswt - dZ (w)

s

donde dZ(w) expresa la forma en que contribuyen al proceso las frecuencias
en el intervalo [w,w + dw]

La luz blanca es un ejemplo de superposicion no numerable de armonicos que
recorren todas las frecuencias del intervalo [—=, #] con amplitud A(w)
constante.
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Funcion de densidad espectral

« Recordemos que dada una variable aleatoria X con funcion de densidad

f(=):

P(a<X§b)=/bf(x)dx

e Si X(¢) es un proceso estacionario que puede considerarse como una
superposicion continua de armonicos con frecuencias en [a, g], la funcion
de densidad espectral es una funcién que permite obtener la
contribucion de las frecuencias del rango [w,w-] a la varianza del proceso
(potencia de la sefial) mediante:

/w f (@) du

¢Como calculamos f(w) ?
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Funcion de densidad espectral

Sea {X (t), t € Z} un proceso estacionario que verifica:

Z|R )| < o0

Entonces la funcion de densidad espectral es:

(w) = o ZR e W << wsTw

T——00
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Funcion de densidad espectral

« La funcién de densidad espectral es convergente:

2i _E_:OO‘R : —WT‘:% Z IR (1) |< o0

T= T=—00

e La funcion de densidad espectral toma valores reales ( f (w) € R Vw ): en
. eiwt+ —iwt .
efecto, teniendo en cuenta que cos (wt) = ——— y que R(—1) = R():

f(w) = 1 i R(r)-e ™ = (R (0) + Z () - e ™ + R(—7) - eiw7)>
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Funcion de densidad espectral

« La funcién de autocovarianza puede calcularse a partir de la funcion de
densidad espectral mediante:

e Por tanto, para r = 0:
R (0) :agfz f (w) dw

e En consecuencia, la contribucion de las frecuencias de un intervalo [wy, ws]
(banda de frecuencias) a la varianza del proceso (potencia de la sefial) es,

tal como esperabamaos:
w2
[ fwad
w1
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Algunos espectros especiales: Ruido blanco

e Para el ruido blanco:

_Jo? sit=0
R(T)_{o siT % 0
e Por tanto:
f(w)_EZ (1) e ™ =5 —r<w<m

« Esta funcion es constante, 1o que significa que todas las frecuencias
realizan la misma aportacion a la potencia de la sefial; esto es lo que
ocurre con la luz blanca, de ahi el nombre del proceso.
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Algunos espectros especiales: proceso AR(1)

e Sea X(t) un proceso AR(1) con pardmetro a, esto es, X(¢) = aX(t — 1) + e(t).
- Su funcién de autocovarianzaes: R (1) = all - 0% ; 7 € Z

e Su funcién de densidad espectral es entonces:

O-gf - —iwt _|7| 0-3( - —iw\ 7T - w\ T
f(w) = o e Tal =S Z (ae ) + (ae ) —
T=—00 =0 =1

(L o Vo A

- 27 (1 — 2a cosw + a?)
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Algunos espectros especiales: proceso AR(1)

Realizacién de un proceso AR(1) con oy=2, 0:=0.3

i

i

100

Densidad espectral

o

200

300 400 500
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Algunos espectros especiales: proceso AR(1)

Realizacién de un proceso AR(1) con oy=2, 0:=0.6

W

100 200 300 400 500

Densidad espectral
2.5-
2.0-

= 1.5-

f(

1.0-

0.5-
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Algunos espectros especiales: proceso AR(1)

Realizacién de un proceso AR(1) con oy=2, 0.=0.9

2.5-

0.0-

X(t)

2.5-
5.0-
0 100 200 300 400 500

Densidad espectral
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