Estadistica y Procesos Estocasticos
Tema 6: Procesos Estacionarios: Filtros
lineales
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Filtros Lineales

« Sea X (t) un proceso estacionario, formado por una superposicién
continua de armdnicos con frecuencias en el rango [—r, 7|

« Se desea "filtrar" el proceso: modificar la contribucion a la varianza del
proceso (potencia de la sefial) de las componentes armaonicas en cierto

rango (wy, wo)

« Esto se consigue construyendo un nuevo proceso Y (¢) mediante:

Y=Y g X(t—u)

U=—00
siendo:
0
D lgul < o0
U=—00
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Filtros Lineales

e Dado Y (t) = ). gu-X(t —u),se denomina Filtro Lineal a la

U=—00
sucesion de coeficientes g,.

« Obsérvese que Y () es una combinacion lineal de valores pasados,
presente y futuros de X (t)

 Elfiltro se dice realizable si g, = 0, u < 0, esto es, si no depende de los
valores futuros de X(t) (que obviamente no han podido observarse aun)
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Filtros Lineales

Si X(t) tiene funcion de densidad espectral fx(w), entonces la funcién de
densidad espectral de Y (¢) viene dada por la ecuacién:

fr (@) = fx () - T (@)[

siendo:

La funcién I' (w) se denomina Funcién de transferencia
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Filtros Lineales

Si:
F(QO:::EE:gU.e_auL

Los coeficientes g, pueden hallarse mediante la transformada inversa de esta
funcion:

gu:%/ F(CU)‘@ 'dw
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Filtros Lineales: Ejemplo

« Se desea filtrar un proceso estacionario X(t) de tal forma que el proceso
de salida resultante Y (¢) concentre toda su varianza sobre los armoénicos
de frecuencia inferior a wy.

e Esto eslo mismo que filtrar (eliminar) los armonicos con frecuencia
superior a wy

. Como fy (w) = fx (w) - T (w)|?, utilizaremos una funcién de
transferencia de la forma:

1 |w <wg
0 : |w| > wp
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Filtros Lineales: Ejemplo

Graficamente:

Densidad espectral de X(t)
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Filtros Lineales: Ejemplo

Graficamente (eligiendo w0 = 1:

Densidad espectral de Y(i)
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Filtros Lineales: Ejemplo

Como la funcidon de transferencia es:

1 |w| S wg
F(w)_{O :|w| > wo

los coeficientes g, del filtro seran:

1 [ . 1 [
I‘(w)-e“"“-dw:—/ e“dw =

9=5: | |
1 1 . “o 1 . .
| piwu _ wot __ ,—iwpu) _
o7 [iue ]w e CHL
0
= L (cos (wou) + isen (wou) — cos (wou) + isen (wow)) = —— sen (wou)
= 271_2“ (COS CU()U) _'_2867?/ wou COS (Wou 18en (Wou = J— Sen (Wolu
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Filtros Lineales: Ejemplo

En particular:

1 . wy sen (wou) Wy
9o = lim—sen (wou) = lim =
u—0 TU u—0 7 wou s

Si elegimos wy = 1 la representacion grafica de los primeros 500 coeficientes
del filtro es:

0.3-

0.2+

9u

0.1-
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Filtros Lineales: Ejemplo

Serie original X(t) (ruido blanco con 6yx=2)

0 100 200 300 400

Serie filtrada Y(t)

4-
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Filtros Lineales: Ejemplo

Ambas series superpuestas:

wl\a*Mm"‘([»m”k)lﬁi",‘ﬁ i ‘f‘Hﬂ'rJh‘ il l.l'w‘Mn)'”\“l"“‘i

t

Como puede apreciarse, el efecto del filtro ha sido, efectivamente, eliminar la
variacion a las frecuencias mas altas.

13/19



Filtros Lineales: Ejemplo

Si elegimos ahora wy = 0.1 (filtramos todas las frecuencias excepto las mas
bajas), los primeros 500 coeficientes del filtro son:
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Filtros Lineales: Ejemplo

Serie original X(t) (ruido blanco con 6yx=2)

0 100 200 300 400 500

Serie filtrada Y(t)
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Filtros Lineales: Ejemplo

Ambas series superpuestas:

4-

-0 MM | JJJlJH | I' ‘JU” ’H | I U‘M“,H \arl‘lm

0 100 200 300 400 500
t

El efecto del filtro con w, = 0.1 ha sido "alisar" mucho la serie al eliminar la
variacion a todas las frecuencias excepto las mas bajas.
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Densidad espectral de un proceso MA(q)

« Un proceso estacionario en tiempo discreto {X (¢), ¢t € Z} es un proceso
de medias mdviles de orden ( si:

X (t) = boe () + bre (t — 1) +... +bee(t — q)

siendo {e (t), t € Z} un ruido blanco.

e De esta definicidn se sigue que un proceso MA(Q) es un ruido blanco
filtrado siendo by, b, . .., b, los coeficientes del filtro.

« Por tanto, la densidad espectral del proceso X(¢) sera:

fx(@) = fe(w) - D), 7 <w<m
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Densidad espectral de un proceso MA(q)

Como:

2
. f. (w) = g—; ;. —7 < w < 7 (densidad espectral del ruido blanco)

e [.a funcidén de transferencia en este caso es:

q
P(w)=) gu-e™ =) b-e™"
u u=0
se sigue que, si X (t) es un proceso MA(Q), su densidad espectral es:
,  o2|J e
fX(w) — fe(w) . ‘F(w)| = ﬁ Zbu e Y , —T<w<T
u=0
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Ejemplo: densidad espectral de un proceso MA(4) con
varianza 1

30-
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