Estadistica y Procesos Estocasticos
Tema 5: Procesos de Nacimiento y Muerte




Introduccion.

Este tipo de procesos, como sugiere su propio nombre, se comenzo a
utilizar inicialmente en demografia para modelar el tamafio de una
poblacion.

Constituyen la herramienta basica para modelar el teletrafico:

o un nacimiento representa el acceso de un cliente a un sistema (por
ejemplo, un paquete de datos que accede a un router)

o una muerte representa la salida de un cliente del sistema.

Cuando las llegadas y salidas a un sistema se producen siguiendo
patrones aleatorios, se forman lineas de espera o colas. El protocolo de
servicio especifica en qué orden son atendidos los sucesivos clientes.

Por tanto estos procesos constituyen la base para el modelado y gestion de
trafico, asi como para el dimensionamiento de recursos en redes.
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Ejemplo: Sistema de colas

Poblacion de clientes

Salidas

Llegadas

Cola Servicio
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Procesos de nacimiento y muerte

Sea N(t) el numero de clientes en el sistema en el instante ¢.

Sea h un valor pequerio (A — 0). Llamaremos:
o L. = nUmero de llegadas que ocurren en el intervalo (¢,¢ + hj

o Sit+n = NUmMero de salidas en el mismo intervalo

=0

Sea o (h) un valor infinitesimal respecto a h, esto es, ]lliII(l] O(:)
—
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e Supondremos que en un lapso de tiempo infinitesimal ocurre como
maximo una unica llegada:

° Pr (L(t,t+h] = 1[N (t) n) = Anh+ o0 (h)
o Pr(Lysn =0[N({)=n)=1—Ah+o(h) M, = Tasa de llegada

o Pr(Lysn > 1IN () =n)=o0(h)

e Supondremos también que en un lapso de tiempo corto ocurre como
maximo una unica salida:

° Pr (S(t,t+h] = 1[N (t) n) = pinh + 0 (h)

o Pr(Susn =0IN({t)=n)=1—ph+o0(h) un, = tasa de servicio

o PI‘ (S(t,t—l—h] > ]. |N(t) — n) — O(h)

e Lasllegadas y las salidas se producen de forma independiente.

e Ay udependen solo de n y no de ¢.
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Ecuaciones del proceso de Nacimiento-Muerte

Llamando: P, (t) =Pr (N (t) =n)
Se tiene que:
Py (t+h) = Py () (1 = Ah) (1 = k) + Py 1 () A 1h (1 — i 1) +
+Poi1(t) (1 — Ans1h) pny1h +o(h)

y para n = 0:
Py(t+h) =Py (t) (1 —Xoh) + P1(t) (1 — Ath) prh + o (h)

De donde:

P’I;, (t) - = ()\n + ,un) Pn (t) + )\n—lpn—l (t) + /an—l—l-Pn—H (t)
Py (t) = =X By (t) + i P (%)
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Ecuaciones del proceso de Nacimiento-Muerte

Si el sistema anterior alcanza el equilibrio (es ergodico), entonces:

tlim P, (t) = pn y por tanto lim P, (t) =0
—00

t—o00

y las ecuaciones anteriores se transforman en:

0=-— ()‘n + ,U'n)pn + )‘n—lpn—l + Mn+1Pn+1 5 T > 1
0= —Aopo + p1p1
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Ecuaciones del proceso de Nacimiento-Muerte

Estas ecuaciones se pueden resolver recursivamente: de la segunda ecuacion

se obtiene:

Ao
0= —Xopo + pip1 = p1 = Epo

Asimismo, de la primera ecuacion se sigue que:

1
Dn+1 = ((>\n + ,Un)pn - )\n—lpn—l)
Hn+1
Por tanto:
1 1 Ao A1)
= —((A\1 + - = — (N + o0 — A —
= (A1 4 p1) p1 — Xopo) e <( 1+ p1) R opo> L

Podemos proceder reiteradamente del mismo modo para obtener ps, py, . ..
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Ecuaciones del proceso de Nacimiento-Muerte

La solucion general es de la forma:

AOAL -+ Ap—1
Pn = " Po
H1f2 - - fn

Dado que la sucesion {p,; n =0,1,...} es una distribucion de probabilidad,

oo
verificard que Y p, = 1, de donde se deduce que:
n=0

1
Pbo =
oo n—1 I\
1+Z H :u'z—lz-l
n=1 =0

9/24



Sistemas de Colas

e Los procesos de nacimiento-muerte permiten modelar aquellos sistemas
de colas en los que las tasas de llegada ( \, ) y servicio ( u, ) de los clientes
dependen unicamente de la ocupacion del sistema en cada momento.

« Las ecuaciones anteriores nos proporcionan las probabilidades de que
haya n clientes en el sistema (» > 0 ) cuando éste se encuentra en
equilibrio.

« Sistema de colas en equilibrio: se considera como tal un sistema de colas
una vez que ha transcurrido el tiempo suficiente para que la distribucion
de probabilidad de la ocupacion del sistema alcance el estado
estacionario. La cola fluctia constantemente de forma dinamica,
llenandose y vaciandose, y el valor de p, representa la probabilidad de
encontrar n clientes en el sistema en cualquier futuro instante arbitrario.
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Elementos de un sistema de colas.

e C,:representa el n-ésimo cliente que llega al sistema.

e 7,:Instante de llegada de C,.

e T,:tiempo entre las llegadasde C, 1 yC,, (T, =1, — 71 ).
e X,: Duracion del servicio para el cliente C,.

« W,: Tiempo de espera en cola del cliente C,.

e S,: Tiempo en el sistema ( W, + X,, ) del cliente C,.

e N (t): Numero de clientes en el sistema en el instante ¢.

* Q(t): Tamaiio de la cola en el instante ¢.
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Intensidad de trafico

Px 225

e Mide la relacion entre el numero de llegadas y el numero de salidas por
unidad de tiempo.

e Condicion de equilibrio: La condicion necesaria y suficiente para que un
proceso de nacimiento-muerte sea ergodico (alcance el equilibrio) es que
exista un valor ko tal que para todo k£ > ko:

Ak
r=— <1
P Mk

« Esta condicion indica que el sistema sdlo alcanza el equilibrio si a partir
de cierto numero de clientes en el sistema ( &, ), la velocidad a que llegan
los clientes es inferior a la velocidad con que son atendidos.
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Formula de Little

Esta formula indica que en un sistema de colas en equilibrio:

donde:
« E[T): tiempo esperado entre llegadas.
o E[S]: tiempo esperado que permanece en el sistema un cliente arbitrario.

e E[N]: numero esperado de clientes en el sistema en un instante arbitrario.

Si )\ es el numero esperado de llegadas por unidad de tiempo, se tiene que
A =1/ET] yla férmula de Little puede expresarse también como:

E|N] = \E|S] 13 /24



Justificacion de la formula de Little

En un sistema de colas en equilibrio, el namero esperado de clientes a la
llegada de un cliente arbitrario debe coincidir con el numero esperado a su
salida. Tenemos:

e Cuando un cliente arbitrario accede al sistema en equilibrio, el numero
esperado de clientes que encuentra es E [N].

e Cuando se marcha del sistema, habra permanecido en €l durante un
tiempo esperado E [S].

« Como el tiempo medio entre llegadas es E [T], durante el tiempo E [S]
habra llegado un numero esperado de clientes E [S] /E [T].

 Sila disciplina de la cola es FIFO (First In First Out, los clientes son
atendidos en su orden estricto de llegada), cuando el cliente se vaya, los
E[S]/E|T] que han llegado durante su permanencia en el sistema son 1os
que quedan en el sistema.
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Notacion de Kendall

Establece una clasificacion de los distintos modelos de colas en los que cada
cliente debe recibir un solo servicio. Consiste en un un codigo de la forma
L/S/m/K/N, donde:

 L: distribucién de probabilidad de los tiempos entre llegadas de clientes a
la cola.

S: distribucidn de los tiempos de servicio.

m: numero de servidores.

K: capacidad (buffer) disponible en el sistema para acumular los clientes
en cola (si no se especifica, se entiende que la capacidad del sistema es
infinita)

N: tamaiio de la poblacion de la que proceden los clientes. No se
especifica si el tamarfio es infinito.
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Notacion de Kendall

Los cddigos mas habituales para las distribuciones de los tiempos entre
llegadas y de servicio son: M (exponencial), G (general), y D (determinista).
Ejemplos de sistemas descritos por la notaciéon de Kendall son:

« M/M/1: Llegadas con distribucién de Poisson con tasa constante A (y por
tanto tiempos entre llegadas con distribucion exponencial), tiempos de
servicio exponenciales y un solo servidor.

« M/M/1/K: idéntico al anterior, pero con un buffer de capacidad finita K.

e M/G/1: Llegadas con distribucion de Poisson con tasa constante ), tiempos
de servicio con distribucion general, un unico servidor.
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Colas M/M/1

Consiste en un unico canal de servicio o servidor en el que las llegadas y
salidas se producen de acuerdo con un proceso de nacimiento y muerte con
tasas de llegada y salida respectivas:

M=\ n=0,1,2,---

P =p n=1,2,3,---

En este sistema:

« Los tiempos entre dos llegadas consecutivas, {T,;n € N}, son variables
aleatorias independientes y con distribucion de probabilidad exponencial
de parametro A.

» Los sucesivos tiempos de servicio {X,;n € N} son también variables
aleatorias independientes y con distribucion de probabilidad exponencial
de parametro p.

e La distribucion de equilibrio es:

Pn = AoAL - -+ Ani = (1_1) . <A) ; n=0,1,2,...
H1pt2 - .. Hn K

17/ 24



Colas M/M/1:

Por tanto, en el equilibrio, llamando p = % la probabilidad de que haya N
clientes en el sistema sigue una distribucién geomeétrica:

P(N=n)=(1-p)p"

Para calcular la esperanza y la varianza de N hallamos la funcion
caracteristica:

P () =Be™] =Y PN =) =D e (1) = (1= )Y (o) = L

n=0 =0 n=0

3

Su derivada es:

y por tanto:
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Colas M/M/1:

Para que exista solucion de equilibrio debe ocurrir que A < p.

1—p p—A
2
+ Var (N) = E[N?] = (BIN) = 3" (0) - () =+ = =~
« Aplicando la formula de Little:
B P P, 1p
E[N]=)XE[S] = 5 =AE[S]= E|[S] = 0 1-p

El tiempo medio en cola es E[W] = E[S] — E[X] = E[S] — +:

E[W]zlpi—up

De las expresiones anteriores se sigue que cuando p — 0: E[S] - o0y
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Cola con capacidad finita M/M/1/C:

e En las condiciones del sistema M/M/1, si la capacidad del buffer es finita C
podemos modelar su comportamiento mediante un proceso de
nacimiento-muerte con:

A k<O
A = = k=1,2,3,...,C
k {0 kZC 1927 u, g Ly Dy ’

» Este sistema siempre alcanza el equilibrio, pues para k£ > C se tiene
e/ i = 0.

» Las probabilidades de equilibrio son:

k
1—(/\/MC)+1 (A) OSkSC
Pr=q 1-(\/w~ " \F

0 k> C
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Sistemas con capacidad finita M/M/1/C:

« En este sistema la probabilidad de que un cliente sea rechazado (se
pierda) coincide con la probabilidad de encontrar el sistema lleno a su
llegada:

érdida) = pg = =/ (AN
P (Pérdida) = pc 1—()\/,u)0+1(,u)

e En la practica resulta de interés calcular el valor de C que garantice que la
probabilidad de pérdida esta por debajo de un umbral preespecificado p,
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Sistemas con mas de un servidor: M/M/m

e Generalizan el modelo M/M/1 al caso de m servidores. El cliente que
ocupa la primera posicion de la cola es atendido por el primer servidor
que queda libre.

« Podemos modelar este sistema mediante las tasas de llegada y servicio

siguientes:
A = A Vk
|k 0<k<m
He = mu  k>m

e La intensidad de trafico en este sistema es:

p=Amp
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Sistemas con mas de un servidor: M/M/m

e Distribucion de equilibrio:

(pm) — m —1
P07, k<m o — ! (mp)" . (mp)
O: —
k—0 k! m! (1 — p)

« Probabilidad de que un cliente tenga que hacer cola (féormula C de
Erlang):

o (mp)m( 1 )
m/! 1—p
(QWL::EZ:pk::

m—1 k m
k=m (mp) (mp)
[k:;() k! + m!(1—p) ]
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Sistemas con mas de un servidor: M/M/m

e Numero medio de clientes en el sistema:

P

E[N] = 1_me—|-mp
e Tiempo medio en el sistema:
E[N] 1 1
E — — m
5] 3 - Qm +
e Tiempo medio en cola:
BW] = ——Q
Comp ="
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