Estadistica y Procesos Estocasticos
- Tema 4. Cadenas de Markov
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1. Recorridos Aleatorios



Recorrido Aleatorio

Considérese una particula que se mueve a lo largo de un eje horizontal
ocupando las posiciones correspondientes a los nameros enteros:

e
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e
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Inicialmente la particula se encuentra en la posicion X, = 0.

En cada etapa n € N, la particula sufre un desplazamiento aleatorio Z, ,
cuya distribucion de probabilidad se especifica en la siguiente tabla:

Z, 1-1 0
Pz, =t p q 1pq

Las variables Z, son independientes e igualmentes distribuidas
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Recorrido Aleatorio

Podemos representar graficamente el recorrido aleatorio como la posicion de
la particula ( X,, ) frente a la etapa (n ):

Etapa (n)
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Recorrido Aleatorio

La posicion X, de la particula en la etapa n es:

Xn=Xpn1+ 2y

Asuvez, X, 1 = X, 2+ Z,_1, por lo que:
Xn — Xn—2 + Zn—l + Zn

Repitiendo el proceso:
Xn=Xpn3+2Zno+Zn1+ 24,

Xn=Xnua+2Znst+ZnotZyi1+4,

X,=Xo+ >0 1 Zk

Y como X, = 0:
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Algunos ejemplos de recorridos aleatorios

p=02 g=02 p=02 g=02
40- 40-

20~ -
I‘- If- w
- -2 -
[ 250 TS 0 250 754

500 500 1000
Etapa (n} Etapa (n}

p=02 g=02 p=02 g=02
40- a-

oF //WMM\/ oF

Etapa (n) Etapa in)

6/22



Algunos ejemplos de recorridos aleatorios
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Algunos ejemplos de recorridos aleatorios
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Esperanza de un recorrido aleatorio

Para calcular el valor esperado del recorrido aleatorio:

X, = En: Z,
k=1

comenzamos calculando la esperanza de Z;:

que se obtiene facilmente como:
ElZy)=-1-q+0-(1-p—q+1-p=p—g¢

De donde:

E[X,)=) E[Z]=n(p—q)
k=1
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\arianza de un recorrido aleatorio

Calcularemos ahora la varianza del recorrido aleatorio:

X, = Enjzk
k=1

Primero calculamos la varianza de Z;:
E[Z}]=(-1)"q+0*-(1-p-q)+1®-p=p+g
Var(Z) = E[22] - E|Z)’ =p+4a— (p—q)’

Como las variables Z; son independientes:

Var (X,) = zn:VaT (Zy) =n (P +q—(p— CI)2>
k=1
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Distribucion limite de un recorrido aleatorio

De acuerdo con el teorema del limite central, al ser Z;, 7, ..., Z, una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

tales que p, = E[Zy] =p—qy o = Var(Zy) =p+q— (p—q)* para k=1,2,...,n,
se tiene que:
Z?:l Zi —np, Z?:l Zi—n(p—q) .

N e RN

Por tanto, cuando n — oo:

» N (0,1)

Xn:izn;zi%N(n(P_Q)’\/n(p+q_(p_Q)2)>
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Ejemplo:

p=0.6;: g=0.4

E [X1000] = 1000 (0.6 — 0.4) = 200

\/Var (Xio0) = 1/1000 (0.6 +0.4 — 0.22) = 30.98
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Ejemplo:

p=0.5 g=0.5

E [X1000) = 1000 (0.5 — 0.5) = 0

\/Var (Xion) = 1,/1000 (0.5 + 0.5) = 31.62
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Etapa (n)

E [X1000) = 1000 (0.3 — 0.3) = 0

\/Var (Xion) = 1/1000 (0.3 + 0.3) = 24.5 a2



Ejercicio 1

Sea X,, un recorrido aleatorio con p = ¢ = 0.5. Calcular:
a) P(Xl()o() < 20)
b) P(—10 < X000 < 20)

C) El valor qos tal que P (X1000 < q95) =0.95

De acuerdo con el teorema del limite central:

1000

X0 = Zi ~ N <1000 (0.5 — 0.5), \/1000 (0.5 +0.5— (0.5 — 0.5)2)> — N(0, ,/T000)

i=1
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Ejercicio 1
Como Xig9 ~ N(0,+/1000) entonces % ~ N(0,1)

Por tanto (llamando Z la variable normal tipificada N(0,1) ):

. X1000 20 _ ~
a) P (X000 < 20) = P ( T m) — P(Z < 0.6325) ~ 0.7365

b) P( 10 < XlOOO < 20 = XlOOO < 20) P(Xlgo() < —10) =
_ —-10
=F (;Z /1000 ) ( /1000 )
= P(Z < 0.6325) — —0.3162) ~ 0.7365 — 0.3759 = 0.3606

c) En la tabla de la N(0,1) se obtiene que P (Z < 1.645) = 0.95. Por tanto:

X
P ( < 1.945) =0.95 = P (X < 1.945 - ,/1000) = 0.95 = gg5 = 1.945 - /1000 = 61.51
1000
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Ejercicio 2

Consideremos un recorrido aleatorio con parametros p =0.4yq=0.3y
supongamos que inicialmente la particula no estd en la posicion X, = 0, pero
se sabe que P(Xy=1)=0.2, P(Xp =2)=0.3, P(X0 =3)=0.1y P(X, =4) = 04.
Calcular P(X; = 2)

Aplicando el teorema de la probabilidad total:
P(X,=2)=P(X1=2/X¢=1)P(Xo=1)+P(X1=2/Xe=2)P(Xo=2)+
+P(X;1=2/X0=3)P(Xo=3)+P(X1=2/Xo=4)P(Xp=4) =
=p-P(Xo=1)4+(1-p—¢q)-P(Xo=2)+q-P(Xo=3)+0-P(Xo=4) =

=04-02+03-03+03-01+0-04=0.2
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Ejercicio 3

Sea X, un recorrido aleatorio con parametros py q.

Calcular la siguientes probabilidades:

a) P (Xe3 = 2| Xg2 = 1)
(
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Ejercicio 3

a)P(X63 — 2|X62 = ]_) —
P(Zg3=1)=p
b) P (X3 = j| X2 = 1)

D j=11+1
) ) =7 —1
Pr(Xg3 = j | Xe2 = 1) = i_p_q j':i
0 en otro caso

c) P (Xes5 = j| X654 = 1)

La probabilidad es la misma que en el caso anterior ya que la distribucion de
los saltos no depende de n:

. . .:”:_1
Pr(X655:]’X654:’5): Cll_p_q j‘:i
0 en otro caso
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Ejercicio 3

DPX1=1,X,=2)=

—P(X;=1)-P(X,=2X1=1)=P(Z,=1)P(Z,=1)=p-p=p?

e)P(X1 = 1,X2 =2,X3= ].) =
—P(X,=1)-P(X;=21X; =1)-P(X5 = 1|X; = 1, X5 = 2) =

=P(Z1=1)P(Z,=1)P(Z3=—-1)=p-p-q=p"-¢
f)P(Xl :1,X2:2,X3:3,X4:3,X5:2,X6:1,X7:0):

—P(Z1=1)P(Zy=1)P(Zy=1)P(Z4=0)P(Zs = —1)P(Zs = 1) P(Zy = —1) =

=ppp-(1-p—q)-q-q-q
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Condicion de Markov

Tal como se construye el recorrido aleatorio, si se conoce la posicion de la
particula en la etapa n, las posiciones que la particula haya ocupado en
etapas anteriores no aportan mas informacion para predecir la posicion que
ocupara en la etapa n+1:

Pr (X, = j|Xo =40, X1 =41, ..., Xp1 =ip_1, X = 1) = Pr (X1 = j| X, = 1)

Asi pues, en un recorrido aleatorio, el pasado (X,, X3, ..., X,, 1) no
aporta informacion para la prediccion del futuro (X, ;) una vez que se
conoce el presente (X,,).

Mas concretamente Vn € N:

D J=1+1
) ) j=17—1
Pr(Xn—H:]‘Xn:z): (]]__p_q ;:’I,
0 en otro caso
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Condicion de Markov

Andrei Markov (1856-1922)

En general, una sucesion de variables
aleatorias de la forma {X,; n € N} definidas
sobre un mismo espacio de probabilidad

(2, S, P) y con valores en un conjunto E finito o
numerable {X,, : Q@ — E} verifica la condicion
de Markov si una vez que se conoce su valor
actual, los valores pasados no contienen
informacion adicional para predecir sus
valores futuros, esto es,

Vn € N; i, 81, -+, %, J € E:
Pr (X, =37[Xo=1d0, X1 =1, ..., Xp1 =1, X =1) =

= Pr(Xps1 = 5| X, = 1)

Las sucesiones de variables aleatorias {X,;n € N} que cumplen la condicion
de Markov se denominan cadenas de Markov.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Andrey_Markov

