LECCION 2. PROBABILIDADES

SAAVEDRA, P.

1. FENOMENOS DETERMINISTICOS Y FENOMENOS ALEATORIOS

Uno de los significados del término fendmeno es el de manifestacion de actividad que se
produce en la naturaleza (Maria Moliner). En tal sentido, los fenémenos deterministas
son aquellos cuyos resultados son predecibles mientras que los aleatorios son los que
no pueden predecirse con certeza. A menudo los fenémenos que se observan en las
ciencias fisico-quimicas son deterministas, mientras que la complejidad de los fenéme-
nos tratados en las biociencias hace que éstos sean aleatorios y normalmente solo sean
predecibles en términos de probabilidad o esperanza. Es por tanto la probabilidad una

herramienta esencial en el campo de las ciencias de la vida.

Ejemplo 1. Si se deja caer un objeto desde una cierta altura h , el tiempo t que
éste tarda en llegar al suelo es independiente de su masa y estd determinado por
la ley fisica de la caida libre de los cuerpos, méas concretamente, t = /2h/g, siendo

g~ 9,8 m/s? al nivel del mar. Es éste por tanto, un fenémeno determinista.

Ejemplo 2. Para un gen con alelos { A, a}, supéngase que se aparean dos sujetos hetero-
cigotos Aa. No es posible desde luego predecir con certeza el genotipo del descendiente,

y por tanto, este fenémeno es de naturaleza aleatoria.

En el ejemplo anterior, aunque no sea posible predecir con certeza el genotipo del
descendiente, si que podemos afirmar que la probabilidad de que sea homocigoto AA
es de 1/4. Para obtener esta probabilidad es necesario previamente describir todos
los resultados que pueden presentarse. Surge asi el concepto de espacio muestral de

probabilidad que se define en la siguiente seccién.
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2. ESPACIOS MUESTRALES Y SUCESOS

Definicién. El espacio muestral asociado a un fenomeno aleatorio es el con-

junto de todos los posibles resultados elementales que puede manifestar ese fenémeno.

Ejemplo 3. El espacio muestral asociado al fenémeno aleatorio descrito en el ejemplo
2 es el conjunto de los pares de alelos cuyas componentes primera y segunda son los
alelos recibidos del padre y la madre respectivamente. Dado que ambos progenitores
son heterocigotos Aa, el espacio muestral es el conjunto: E = {AA, Aa,aA,aa}. Nétese

que todos los elementos de E tienen la misma posibilidad de ocurrir.

Ejemplo 4. Considérese una cierta poblacién de sujetos que representamos por P. Si
de esta poblacion se selecciona un sujeto al azar, cada uno de los sujetos de la poblacion
tiene la misma posibilidad de ser elegido, de ahi que el espacio muestral sea la propia

poblacién; esto es: B = P.

Ejemplo 5. Considérese un paciente afectado por una enfermedad de muy mal pronds-
tico en relacion con la supervivencia. Obviamente, el tiempo que transcurrird desde el
diagnostico hasta su muerte no es predecible con certeza y por tanto, tal fenémeno (el
tiempo de supervivencia) es de naturaleza aleatoria. El espacio muestral es por tanto
el conjunto de todos los posibles tiempos de supervivencia; esto es, el conjunto de todos

los niimeros positivos (E = RT).

En el contexto del fenémeno aleatorio descrito en el ejemplo 2 podemos referirnos al
resultado no elemental consistente en que el descendiente del apareamiento sea hetero-
cigoto. Tal resultado se presentard cuando ocurra alguna de las posibilidades descritas
en el conjunto {Aa,aA}, el cual es un subconjunto del espacio muestral. Esto nos lleva

a la siguiente definicién de suceso:

Definicién. En el contexto de un fenémeno aleatorio con espacio muestral asociado
E, entenderemos, para los propositos de este curso, que un suceso A es cualquier

subconjunto de E, lo cual se expresa como: A C F.



LECCION 2. PROBABILIDADES 3

Ejemplo 6. El suceso “sobrevivir al menos cinco anos” correspondiente al fenémeno

aleatorio descrito en el ejemplo 5 es: {t € RT |t > 5}.

Las siguientes definiciones corresponden a sucesos especiales y a operaciones entre su-

Cesos.

Suceso seguro. Es el propio espacio muestral E. Para el fendmeno de apareamiento

descrito en el ejemplo 2, el suceso seguro es: E = {AA, Aa,aA,aa}.

Suceso imposible. Cualquier resultado que sepamos con seguridad que no se va a
producir. Lo representaremos por (). Asi por ejemplo, para un gen con alelos {4, a},
en un apareamiento de un sujeto AA con otro Aa, podemos escribir: *“El descendiente

es* aa” = 0.

Suceso contrario. Dado un suceso cualquiera A en un espacio muestral F, el suceso
contrario, representado por A®, consiste en la no ocurrencia de A. Estard por tanto
formado por todos los resultados de E que no estén en A. Para el fenémeno aleatorio

descrito en el ejemplo 2, el suceso contrario de ser homocigoto es ser heterocigoto, y
podemos escribir: {AA, aa}c = {Aa,aA}.

Unién de sucesos. Dados dos sucesos A y B, el suceso A union con B, que repre-
sentamos como A U B, consiste en que ocurra A 6 B (al menos uno de los dos). Estd

formado por tanto por la reuniéon de todos los resultados de A y B.

Interseccion de sucesos. Dados dos sucesos A y B, el suceso A interseccion con
B es otro suceso que representamos por A N B, y que consiste en que ocurran A y B
simultaneamente. Esta formado por tanto por los elementos que son comunes a ambos

Sucesos.

Siguiendo con el fenémeno aleatorio descrito en el ejemplo 2, considérense los sucesos:
A = ‘Ser heterocigoto’ = {Aa,aA} y B = ‘Recibir del padre el alelo A’ = {AA, Aa}.

Se tiene entonces:
e AU B = ‘Ser heterocigoto 6 recibir del padre el alelo A> = {AA, Aa,aA}.
e AN B = ‘Ser heterocigoto y recibir del padre el alelo A’ = {Aa}

Sucesos incompatibles o mutuamente excluyentes. Los sucesos A y B son in-

compatibles si no pueden presentarse simultdneamente; esto es: si AN B = (). En el
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contexto del fenémeno aleatorio descrito en el ejemplo 2, los sucesos ‘Ser homocigoto’

y ‘Ser heterocigoto’ son obviamente incompatibles.

Diagramas de Venn. Los sucesos son conjuntos y como tales pueden representarse
graficamente mediante los diagramas de Venn. Tal como veremos, permiten resolver de
forma simple diversos problemas de probabilidad. La figura 2.1 corresponde al estudio
de Telde (Boronat et al, 2005) y representa los conjuntos de sujetos con diabetes mellitus,

hipertension arterial (criterio OMS) y obesidad central (criterio ATP-3).

En la figura 1 se muestran los recuentos de sujetos correspondientes a cada interseccion.
Por ejemplo, 72 es el nimero de sujetos que pertenecen simultdneamente a los tres

subconjuntos; esto es, los que son diabéticos, hipertensos y tienen obesidad central.

Obesidad

367

Diabetes sertension

FiGuRrA 1. Diagrama de Venn correspondiente al estudio de Telde

3. CONCEPTOS DE PROBABILIDAD Y SU AXIOMATICA

La probabilidad es una medida del grado de creencia acerca de que un suceso pueda

ocurrir.

Hay diferentes escenarios en los que ésta puede determinarse:
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1. Cuando puede darse de forma totalmente objetiva, la probabilidad recibe el
nombre de probabilidad exacta. Asi por ejemplo, para el fenémeno aleatorio
descrito en el ejemplo 3, puede admitirse con plena objetividad que los cuatro
resultados cuentan con las mismas posibilidades de ocurrir, y por tanto la
probabilidad de que el descendiente tenga genotipo AA es 1/4, respondiendo

asi esta medida al concepto de probabilidad exacta.

2. Cuando no es posible darla con exactitud pero si realizar una secuencia de ob-
servaciones independientes del fenémeno aleatorio subyacente, la probabilidad
de un determinado suceso puede basarse en la frecuencia con la que éste se
presenta. Este es el concepto de probabilidad frecuentista. Asi por ejemplo,
si en una amplia muestra de personas de una poblacién se observa que el 50%
de los sujetos estan infectados por la bacteria Helicobacter pylori, podemos
entonces admitir que la probabilidad de que un sujeto

aleatoriamente seleccionado de tal poblacién esté afectado por la bacteria es 1/2.

3. La probabilidad puede también usarse para expresar una determinada creencia
personal. En ocasiones, un clinico puede verse forzado a dar un diagnéstico de
forma subjetiva, expresando en términos de probabilidad su creencia de que un
paciente tenga una cierta enfermedad. Tal concepto de probabilidad recibe el

nombre de probabilidad subjetiva.

Independientemente del modo en el que se defina la probabilidad, ésta debe satisfacer

los siguientes axiomas:
Al. Pr(E)=1.

A2. Si ANB =0, entonces Pr(AUB) =Pr(A) + Pr(B)

De los axiomas anteriores se deducen las siguientes propiedades de la probabilidad:
P1l. Pr(®)=0
P2.  Pr(A%) =1-Pr(4)

P3. Pr(AUB)=Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANB)



6 SAAVEDRA, P.

Las demostraciones se dejan como ejercicio.

Cuando el espacio muestral es finito y todos sus elementos pueden considerarse equi-
probables, la medida de probabilidad queda determinada por la llamada ley de Laplace,

que se formula a continuacion.

Ley de Laplace. Considérese un espacio muestral finito con N elementos equiproba-
bles. Obviamente, en tal caso la probabilidad de cada elemento (resultado elemental)
es 1/N. De esta forma, si un suceso A tiene k elementos (k resultados favorables al
suceso A ) su probabilidad serd, de acuerdo con (A.2), k/N. Esta es la ley de Laplace
que habitualmente se expresa en los siguientes términos:

Pr(A) = M . Casos favorables a A

k
(E) N Casos totales

donde # (A) representa el nimero de elementos del suceso A.

4. PROBABILIDAD CONDICIONAL

En diversas ocasiones, la prediccion de un fenémeno aleatorio se realiza a través de
otros fenémenos observables. Asi por ejemplo, la prediccion de la enfermedad de
Alzheimer (AD) puede hacerse a partir de diversos factores observables, entre ellos, el

habito de realizar ejercicio fisico.

Los datos que aparecen resumidos en la tabla 1 corresponden a un estudio prospectivo
de cohortes realizado por Scarmeas et al (2009). Los sujetos del estudio se clasificaron
segun realizaran o no alguna actividad fisica. Tras un seguimiento a lo largo de un cierto
periodo, se observaron las incidencias de AD en cada uno de los grupos considerados.

En tal escenario definimos los siguientes sucesos:

A = Un sujeto aleatoriamente seleccionado realiza actividad fisica a la inclusion en el

estudio

B = Un sujeto aleatoriamente seleccionado desarrollard la AD a lo largo del sequimiento
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TABLA 1. Incidencias de la AD segtn cohorte de actividad fisica

Actividad fisica

Alguna (A) Ninguna (A€)
N=1360 N=520

Enfermedad de Alzheimer, n(%) 180 (13.2) 102 (19.6)

La expresion Pr (B | A) representa la probabilidad de que ocurra el suceso B sabiendo
que ocurre (o ha ocurrido) el suceso A. En el ejemplo que nos ocupa es la probabilidad
de que, en la poblacién considerada, una persona que practica alguna forma de actividad
fisica llegue a desarrollar la AD. A partir de los datos de la tabla anterior, puede hacerse
la aproximacion Pr (B | A) ~ 0.132, que se obtiene simplemente como la incidencia de
la AD (180) entre aquellos que realizaban alguna forma de actividad fisica (1360); esto

es:

_#(ANB) _ 180
PriBIA)~ —r ™ = 360

Si el numerador y denominador del cociente anterior se dividen por el nimero total de

sujetos incluidos en el estudio (1890), se obtiene:

180/1880  Pr(An B)

- ~ 0.132
1360/1880  Pr(A)

Pr(B| A) ~

Definicién: Para un suceso A tal que Pr(A) > 0, la probabilidad de un suceso B

condicionada por A se define como:

Pr(ANB)

Pr(B |4) =~

De esta expresion se deduce la siguiente regla multiplicativa de la probabilidad:
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Pr (AN B) = Pr(A)Pr (B A)

Independencia de sucesos. Un suceso B es independiente de A si Pr(B | A) =

Pr (B); esto es: la ocurrencia o no de A no modifica la probabilidad de que ocurra B.

Es facil comprobar que si un suceso B es independiente de A, entonces A lo es de B.
En efecto, supéngase que B es independiente de A y por tanto que P (B|A) = P (B).
Entonces:

_Pr(AnB) Pr(A)Pr(B|A) Pr(A)Pr(B)
Prid]B) = — 5 = B =~ A

lo que supone que A es independiente de B. Se tiene por tanto la siguiente regla
multiplicativa: los sucesos A y B son independientes, si y sélo si:
Pr(ANB)="Pr(A)Pr(B)

En la siguiente definicion se extiende el concepto de independencia a cualquier niimero

de sucesos.

Definiciéon: Un conjunto de sucesos A4, ..., A, , son mutuamente independientes si
la probabilidad de que ocurra simultdaneamente cualquier subconjunto de ellos es igual

al producto de sus probabilidades.

Una propiedad 1til de la independencia de sucesos es la que sigue: si B es independiente

de A, también lo es de su contrario. En efecto:
Pr(B) =Pr(BNA)+Pr(BnA°%) =Pr(B)Pr(A) + Pr(Bn A°)

Despejando Pr (BN A®) se tiene:

Pr(BNAY) =Pr(B) —Pr(B)Pr(A) = Pr(B) (1 —Pr(A)) = Pr(B) Pr(A°)

Por ser entonces Pr (BN AY) = Pr (B) Pr (AY), B es independiente de A“.
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Una buena parte de problemas de la probabilidad total pueden resolverse utilizando los
teoremas de la probabilidad total y de Bayes. Estos teoremas se basan en el concepto

de sistema completo de sucesos que se define a continuacion.

Definiciéon: Los sucesos A;,... A, forman un sistema completo de sucesos si

satisfacen las siguientes propiedades:

1. Son mutuamente excluyentes, esto es: A, N A; =0, i # j.

2. Con seguridad ocurrird alguno de ellos, esto es: = A; U---UA,,.

Teorema: (de la probabilidad total) Sea A, ... 4, un sistema completo de sucesos.

Se tiene entonces que:

Pr(B) =) Pr(B|A;)Pr(4,)

=1

Ejemplo 7: Considérese un gen con alelos {A4,a} y supéngase que se aparean dos
individuos de una poblacién en la que los genotipos AA , Aa y aa se dan en proporciones
p, qy r (p+q+r = 1) respectivamente. La tabla 2 muestra la distribucién de

probabilidades sobre el sistema completo de sucesos de todos los posibles apareamientos.

TABLA 2. Sistema completo de apareamientos

My My Mg My My Mg
(AA,AA)  (AAAq) (AA,aa) (Aa,Aa) (Aa,aa) (aa,aa)
p2 2pq 2pr q2 2qr 72

Para el calculo de las probabilidades se ha tenido en cuenta que los genotipos de los dos

elementos que se aparean son independientes. También se ha considerado, por ejemplo,
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que el apareamiento (AA, Aa) = (Aa, AA). Por tal motivo, la probabilidad de este
apareamiento es 2 X p x q. Denotemos ahora como {AA} , {Aa}, y {aa}, los sucesos
consistentes en que el descendiente del apareamiento sea de genotipo AA, Aa y aa
respectivamente. Entonces, de acuerdo con el teorema de la probabilidad total se tiene

que:

6 2
Pr({A44},) =3 Pr({AA}, | M;) Pr(M;) = p* +pa + =
Pr({Aa},) = 226; Pr({Aa}, | M;) Pr(M;) = pq + 2pr + q_; + gr

6 2
Pr({aa},) = ZPI ({aa}, | M;) Pr(M;) = qz +qr+1r?

Teorema: (Bayes) Para un sistema completo de sucesos A, ... A, se verifica:

_ Pr(B|A)Pr(4)  Pr(B|A;)Pr(4)
Pr(4; | B) = Pr (B) X Pr(B| A Pr(4))

Ejemplo 8: (Pruebas de paternidad). En el mismo escenario que en el ejemplo 7,
supdéngase que se observa que el descendiente de un apareamiento es del genotipo Aa
y se desea conocer la posibilidad de que descienda del apareamiento M, = (AA, Aa).

Entonces, de acuerdo con el teorema de Bayes, tenemos:

Pr (Aa|M,) Pr (M,) _ pq

Pr(M,|Aa) = —
r (M [Aa) Pr (Aa) pq+ 2pr + ¢%/2 + qr

5. APLICACIONES EPIDEMIOLOGICAS DE LA PROBABILIDAD

En esta seccion se utiliza la probabilidad para establecer asociaciones entre dos sucesos,
principalmente entre un factor de riesgo o exposicion y una enfermedad que podria ser

causada por aquél. Se definen los conceptos de riesgo relativo y odds-ratioy se analizan
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sus propiedades. Asimismo se discute la validez de la odds-ratio en cualquier tipo de
estudio biomédico independiente de su disefio. Se utiliza finalmente el teorema de la

probabilidad total para ajustar tasas por grupos de edad.

Riesgo relativo. El riesgo relativo (RR) se utiliza normalmente en un escenario en
el que un suceso A representa una cierta exposicién que puede estar asociada con una

enfermedad B. Este se define por:

PB4
RR_Pr(B|AC)

Por tanto esta medida indica cuanto mayor es la probabilidad de que ocurra B en

presencia de A que en presencia de AC.

Los datos de la tabla 3, que corresponden al estudio de Telde, permiten establecer la

asociacién entre la obesidad central (criterio ATP-I11) y la diabetes mellitus.

TABLA 3. Estudio de Telde: asociacion obesidad - diabetes mellitus

Obesidad central (OC)

St (N =1592)  No (N = 438)

Diabetes mellitus (DM), % 18.1 4.8

De acuerdo con estos datos se tiene:

RR— Pr(DM |OC) 0,181
~ Pr(DM | OC®) 0,048

~ 3,77

Este resultado indica que la probabilidad de diabetes es 3,77 veces mayor en los sujetos

con obesidad central que en los sujetos sin ella.



12 SAAVEDRA, P.

En la siguiente proposicién se da una propiedad esencial del riesgo relativo:
Proposicién: B es independiente de A si y solamente si RR = 1.

En efecto, si se satisface que B independiente de A, también lo es de A® y de esta

forma se tiene:

RR — Pr(B|A)  Pr(B)

“Pr(BAC)  Pr(B) "

Reciprocamente, si RR = 1, Pr (B | A) = Pr (B | AY). Entonces, utilizando el teorema
de la probabilidad total se tiene:

Pr(B) =Pr(B| A)Pr(A)+Pr(B| A9)Pr(A°) =Pr(B| A)

Por ser Pr(B | A) = Pr(B), B es entonces independiente de A, lo que completa la

demostracion de la proposicion.

Cuando RR > 1, decimos que existe asociacién positiva. En el caso de que A represente
una exposicion y B una enfermedad, decimos que A es de riesgo para B. Si RR < 1 se

dice entoces que A es de proteccion para B.

Odds-ratio. Una medida mas propia de asociacién entre dos sucesos A y B es la

odds-ratio (OR) (razon o cociente de odds), la cual se define por:

_ Pr(AnB)Pr(A°n B°)

On = Pr (A€ N B) Pr (AN BY)

Una propiedad 1til de la OR que puede verificarse facilmente es:

_ Pr(B|A)Pr(B°|A%) Pr(A|B)Pr(A°|B°)
- Pr(B|AC)Pr(BC| A) Pr(A° | B)Pr(A| B°)

OR

Puede comprobarse también que la independencia de A y B es equivalente a OR = 1.



LECCION 2. PROBABILIDADES 13

Se analiza a continuacién el uso de la odds-ratio para evaluar la asociaciéon entre una

exposicion F' y una enfermedad D segtun el estudio sea prospectivo o retrospectivo.

1. Estudios de cohortes. Considérese una poblacion de sujetos inicialmente sanos
y clasificados en dos cohortes determinadas por la exposicién o no a un cierto
factor F'. Supongase ahora que a lo largo de un periodo de seguimiento se
observan las incidencias de una enfermedad D en cada una de las dos cohortes.

La odds-ratio se puede expresar en la forma:

_ Pr(D|F)/Pr(DC|F)
OR_Pr(D|FC)/Pr(DC|FC)

El numerador expresa cuanto mdas probable es enfermar que no enfermar en
los sujetos con la exposicion F. Esta relacién recibe el nombre de superioridad
de la enfermedad en los expuestos. El denominador representa la misma rela-
cién pero entre los sujetos no expuestos (F¢). Sila OR > 1 significa que la
superioridad de la enfermedad es mayor en los expuestos que en los que no lo
estan, y de ahi, el factor F' es de riesgo para D. Reciprocamente, si OR < 1, un
razonamiento analogo nos lleva a que F' es protector para D. Resumimos por

tanto la interpretacion de la OR en el modo que sigue:
1. OR =1 es equivalente a que D es independiente de F'.
2. OR > 1 equivale a que F es de riesgo para D

3. OR < 1 equivale a que F' es de proteccion para D

2. Estudios de caso-control. Este es un escenario en el que inicialmente los
sujetos de la poblacién estdn clasificados en enfermos (D) y sanos (DY) y
se quiere investigar retrospectivamente los posibles factores que han podido
causar la enfermedad. En este estudio no es posible en general estimar las
probabilidades de D en los grupos F' v F¢ y por tanto, no es posible estimar
el riesgo relativo, pero si se pueden obtener las probabilidades del factor en los

grupos de enfermos (D) y sanos (D) y de ahi obtener la odds-ratio en la forma:

_ Pr(F|D)Pr(F¢| D)
~ Pr(F|DC)Pr(FC | D)

OR
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Logroscino et al (1996) llevaron a efecto un estudio de caso-control para evaluar la
asociacion entre las dietas antioxidantes y la enfermedad de Parkinson. En el estudio
incluyeron 110 pacientes parkinsonianos y 287 sujetos controles. En la@tbl-parkinson

se muestran las tasas de sujetos que superaron el umbral de 1353 calorias segin grupo

de estudio.
TABLA 4. Ingesta de calorias segtin grupo de estudio
Parkinson (D) Control (D) OR
n=110 n=287
Factor F: Calorias > 1353, % 70.9 41.8 3.39

De los datos de la tabla 4 se deduce que: Pr(F | D) = 0.709 y Pr(F | DY) = 0.418.

Se tiene entonces:

~0.709 x 0.582

OR = 0.418 x 0.291

3.39

Notese que de estos datos no es posible estimar las probabilidades Pr (D | F) y
Pr(D|F C), y de ahi, el riesgo relativo. Para que tales probabilidades pudieran
determinarse se requerirfa conocer la prevalencia de la enfermedad; esto es: Pr (D). En

tal caso, mediante la formula de Bayes se obtiene:

- Pr(F | D) Pr (D)
D) = 5L D) Pr (D) + P (| D7) Pr (DO)

Anélogamente se obtendrfa Pr (D | FY).

Tasas ajustadas por poblacion. Abordamos ahora el problema de obtener una tasa
comparable con otras poblaciones. Para ello consideramos la distribucion de edades

que aparece en la quinta columna de la tabla. Esta es una distribucion de consenso
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para ser utilizada como poblaciéon de referencia (poblacién SEGI). Esto supone que
otros estudios similares usaran la misma distribucién y de esta forma, las diferentes
tasas obtenidas seran comparables. Ajustar la tasa de DM por la poblaciéon SEGI
consiste en reemplazar las probabilidades Pr (A;) por las de la poblaciéon SEGI. De esta
forma se obtiene que Pr (D) = 0.1381 (13.81%). Esta tasa es claramente superior a las
obtenidas anteriormente. Ello se explica obviamente por el hecho de que la poblacién
de Telde es mas joven que la poblacion referencial de SEGI. La tasa de DM ajustada

por poblacién de SEGI es la tasa real que habria en Telde si la distribucion real de
edades fuese la de SEGI.

En el estudio de Telde se obtuvo que de las 1030 personas incluidas en el estudio
(poblacién con edad superior o igual a 30 anos), 128 tenian diabetes mellitus (DM), lo
que supone una tasa del 12.43%. Se plantea ahora el problema de la comparabilidad de
esta tasa con la de otras poblaciones. Para ello tendremos en cuenta las distribuciones

mostradas en la tabla 5.

TABLA 5. Para cada decenio de edad se muestran prevalencia de DM,
numero total y porcentaje de habitantes de Telde. En la tltima colum-
na se muestra la distribuciéon de edades para la poblacion referencial de

SEGL
Edad (afios) % de DM Telde Poblacién Telde, N.2 (%) Muestra N.© (%) Poble
30 - 39 2.57 16739 (34.83) 311 (30.19)
40 — 49 5.90 11878 (24.71) 288 (27.96)
50 — 59 16.53 8445 (17.57) 236 (22.91)
60 — 69 33.80 6085 (12.66) 142 (13.79)

70 30.19 4918 (10.23) 53 (5.15)
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Supongamos en primer lugar que seleccionamos aleatoriamente un sujeto de la poblaciéon

y consideramos los siguientes sucesos:

D = “FEl sujeto es diabético”

A; = “El sujeto pertenece al i-ésimo grupo de edad” (los que se muestran en la tabla 5).

Obviamente, los sucesos A, 1 = 1,...,5 forman un sistema completo de sucesos.

3
Las probabilidades condicionales Pr (D | A;) que se muestran en la segunda columna
de la tabla (expresadas en porcentajes) se corresponden con las tasas de DM por cada
grupo de edad. La probabilidad de DM puede entonces obtenerse también utilizando

el teorema de la probabilidad total en la forma:

t

Pr(D)=> Pr(D|A;)Pr(4,)
i=1
Antes de decidir los valores Pr(A;) (probabilidades de pertenecer a cada uno de los
decenios) comparemos las columnas tercera y cuarta de la tabla. Las distribuciones
porcentuales de ambas columnas son muy similares. Ello se debe a que los porcentajes
que aparecen en la cuarta estiman a los que aparecen en la tercera (estos ultimos son
los verdaderos de la poblacién). Si los valores Pr(A;) se identifican con los porcentajes
de la cuarta columna, el lector puede comprobar facilmente que el valor de Pr(D)
es justamente 0.1243 (12.43%); esto es, la tasa anteriormente obtenida de DM. Sin
embargo, se obtendria una mejor estimaciéon considerando los verdaderos valores de
Pr(A4,); esto es, los que se muestran en la tercera columna. De esta forma, Pr (D) =
0.1263 (12.63%). Como puede verse, el resultado es practicamente el mismo que se

obtuvo antes. Esta tltima tasa o probabilidad recibe el nombre de tasa ajustada por
edad.

6. DIAGNOSTICO CLINICO

Por lo general, las pruebas diagnodsticas concluyentes no se utilizan en una primera fase
de un diagnoéstico clinico, bien porque son invasivas para el paciente, bien por tener

un coste econémico elevado, bien porque sus resultados pueden demorarse de forma
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inaceptable. En tales casos pueden utilizarse pruebas diagnodsticas alternativas (test)
que resuelvan las dificultades mencionadas aunque sus resultados puedan ser erréneos.

Las situaciones que pueden darse se resumen en la tabla 6.

TABLA 6. Escenarios del diagnostico clinico

Test diagnéstico (T)

Enfermedad (+) (-)
Presente ($DS$) Verdadero positivo Falso negativo
Ausente ($D Falso positivo Verdadero negativo
~c$

Los pardmetros que miden la fiabilidad de cualquier prueba o test diagnodstico son:
sensibilidad, especificidad, coeficiente falso positivo, coeficiente falso negativo, wvalor
predictivo positivo, valor predictivo negativo, razon de verosimilitud positiva y razon de
verosimilitud negativa. Estos parametros se definen en términos de las probabilidades
asociadas al experimento aleatorio consistente en seleccionar de la poblacion de estudio
un sujeto al azar. Los sucesos de interés son: D = “Tener la enfermedad” T = “Ser

positivo” (al test diagnostico).

e La sensibilidad de la prueba se define como la probabilidad de resultar positivo

condicionada a estar enfermo: Pr (T |D).

e La especificidad es la probabilidad de ser negativo condicionada a estar sano:
Pr (T¢ | D).
e El coeficiente falso-positivo se define como la probabilidad de ser positivo

condicionada a estar sano: Pr (T ‘Dc).

e El coeficiente falso-negativo es la probabilidad de ser negativo condicionada
a estar enfermo: Pr (T |D).
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Es facil comprobar que se cumplen las siguientes relaciones:
Sensibilidad + coeficiente falso-negativo = 1

Especificidad + coeficiente falso-positivo = 1.

e Si una vez aplicada la prueba diagnostica el sujeto resulta positivo, interesara
saber entonces cual es la probabilidad de que realmente tenga la enfermedad;

esto es: el valor predictivo positivo Pr (D |T).

e Andlogamente, cuando la prueba resulte negativa interesara conocer la probabi-
lidad de que el sujeto esté libre de la enfermedad; esto es: el valor predictivo
negativo Pr (D | TY).

En aquellos casos en los que se conozca la sensibilidad, especificidad y la probabilidad
de estar enfermo Pr (D), los valores predictivo positivo y predictivo negativo se pueden

obtener mediante el teorema de Bayes en las formas:

e Valor predictivo positivo

Pr(T | D) - Pr (D)
PP = 5@ D) P (D) + P (T DO) - P (D9)

e Valor predictivo negativo

Pr(T¢ | DY) - Pr (D)

Pr(DC | T€) = Pr(1C | D) - Pr (D) + Pr (I | D) - Pr (D)

Para la aplicacién del teorema de Bayes, téngase en cuenta que los sucesos {D, DC}

forman un sistema completo.
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La fiabilidad de la prueba requiere que sea a la vez sensible y especifica. Una prueba
diagnéstica puede tener una excelente sensibilidad pero ser absolutamente inespecifica.
En este sentido son ttiles los parametros de evaluacion razén de verosimilitud positiva

y razon de verosimilitud negativa:

e La razon de wverosimilitud positiva expresa cuanto mayor es la proba-

bilidad de ser positiva la prueba en un enfermo que en un sano: LR'T =
Pr (T| D)/ Pr (T| D)

e La razon de wverosimilitud megativa, por su parte, expresa cuanto menor

es la probabilidad de ser negativo en un sano que en un enfermo: (LR~ =
Pr (T¢| D)/ Pr (T¢| D%)).

Nétese que una prueba diagnoéstica podria tener una sensibilidad del 80% pero si su
especificidad es del 20%, la probabilidad que tiene de resultar positiva en los enfermos
es la misma que en los sanos (LR™ = 1) lo que equivale a un diagnéstico al azar. La

tabla 7 resume los parametros considerados.

TABLA 7. Parametros de evaluaciéon de los test diagnosticos

Parametro Definicion

Sensibilidad Pr (T | D)
FEspecificidad Pr (T¢ | DY)
Coeficiente falso positivo Pr (T | D%)

Coeficiente falso negativo Pr (TC | D)

Valor predictivo positivo Pr(D|T)

Valor predictivo negativo Pr (DY | TY)

Razon de verosimilitud Pr (T | D)/Pr (T | DY)
positiva

Razdn de verosimilitud Pr(T¢ | D)/ Pr (T | DY)
negativa

En el afio 2008, un comité de expertos redefinié el diagnostico de diabetes mellitus
a través de la hemoglobina glicada (A1C). El comité present6 informacion sobre la

historia del diagnoéstico de la diabetes y la relacion entre los niveles de glucemia y las
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complicaciones microvasculares de la diabetes. Sefialaron que mientras la aparicion de
la diabetes de tipo 1 conlleva una brusca elevacion de los niveles de glucemia, la diabetes
de tipo 2 tenia normalmente un inicio mas insidioso. Por tal motivo propusieron como
umbral de la A1C para la diabetes mellitus el valor 6.5. En la tabla 8 se muestran los
parametros de evaluacion de este criterio (A1C > 6.5) , utilizando los datos del estudio
de Telde. Se consider6 como gold estindar el diagnoéstico de diabetes por glucemia

basal y test oral de la glucosa.

TABLA 8. Diagnoéstico de la diabetes mellitus por HbAle %. Los datos
son frecuencias y % por columnas

Diabetes mellitus

HbAlc%  No (N =902)  Si (N =128)

6,5% 898 (99.6) 53 (41.4)

> 6,5% 4 (0.4) 75 (58.6)

De la tabla anterior se obtiene:

e Sensibilidad = Pr (A1C > 6,5 | DM) = 0.586 (58,6%)

e Especificidad = Pr (A1C < 6,5 | DM®) = 0,996 (99,6%)
e Cocficiente falso positivo = Pr (A1C > 6,5 | DM®) = 0,004 (0,4%)
e Coeficiente falso negativo = Pr (A1C < 6,5 | DM) = 0,414 (41,4%)

Supongase ahora que se desean obtener los valores predictivos para una poblaciéon en la
que la probabilidad de la enfermedad es del 20% (Pr (D) = 0.20). Utilizando el teorema

de Bayes se tiene:

Pr(DM | A1C > 6,5) =

Pr(A1C > 6,5 | DM) Pr (DM) N
Pr(A1C > 6,5 | DM) Pr (DM) + Pr (A1C > 6,5 | DMC) Pr (DMC)




LECCION 2. PROBABILIDADES 21

0,586 x 0,20
0,586 x 0,20 + 0,004 x 0,80

~ 00,9824

Se deja como ejercio obtener el valor predictivo negativo Pr (DM | A1C < 6, 5).

EJERCICIOS

1. En una cierta poblacion, el 8.1% de las personas son diabéticas e hipertensas, el
12.4% son diabéticas y el 31.6% son hipertensas. Hallar la probabilidad de que
una persona seleccionada al azar sea: a. Hipertensa. b. Diabética e hipertensa.
c. Diabética y normotensa. d. Que sea hipertensa supuesto que es diabética. e.
Que sea hipertensa supuesto que no es diabética. f. Hallar cuanto mayor es el
riesgo de que un diabético sea hipertenso en relacién con un no diabético (riesgo

relativo).
2. Sean los sucesos A, By C definidos en un mismo espacio muestral. Demostrar
que Pr(ANBNC)=Pr(A)Pr(B|A)Pr(C|ANB).
3. Para dos sucesos A y B, demostrar que Pr (B¢ | A) =1—Pr (B | A).
4. Probar que si BN C = ), entonces Pr(BUC | A) =Pr(B| A)+Pr(C | A).
5. Demostrar que si dos sucesos son independientes, también lo son sus contrarios.
6. Probar que si dos sucesos son independientes, su odds-ratio es igual a la unidad.

7. En una cierta poblacién de mujeres, el 4% tiene cancer de mama, el 20% son
fumadoras y el 3% son fumadoras y tienen cancer de mama. Si se selecciona una
mujer al azar de esta poblacion, jcudl es la probabilidad de que sea fumadora o

tenga cancer de mama?

8. El 13% de las personas de una cierta poblacién son diabéticas. En el grupo de
diabéticos, un 80% son hipertensos, mientras que en los no diabéticos lo son el
43%. De esta poblacién se selecciona una persona aleatoriamente. ;Cudl es la

probabilidad de que sea hipertensa?

9. Se sabe que los pacientes con SIDA a menudo presentan tuberculosis. Se llevd
a cabo un estudio de los factores de riesgo asociados con el desarrollo de esta

enfermedad en los pacientes. Uno de los factores considerados fue la adicciéon
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a drogas intravenosas. De los 1992 pacientes del estudio, 307 habian abusa-
do de las drogas por via intravenosa. Cuarenta y seis de los pacientes tenian

tuberculosis y, de ellos 11 eran adictos a drogas por via intravenosa.
1. Construir una tabla 2 x 2 para visualizar los datos.
2. Hallar e interpretar el riesgo relativo.

Si A y B denotan la presencia de dos factores de riesgo Ay B (/i y B serfan su
ausencia), los individuos de una poblacién pueden ser AB, AB, ABy AB con
probabilidades del 10%, 20%, 25% y 45% para los enfermos de una patologia
y del 40%, 30%, 20% y 10% para los sanos. Si hay un 10% de enfermos en la

poblacién, jqué factor de riesgo es mas peligroso?

Cuando se examina la asociacion entre un factor de riesgo F' y una enfermedad
D, que puede decirse de la relaciéon entre el riesgo relativo y la odds-ratio cuando

la enfermedad es de muy baja probabilidad (enfermedad rara).

La diferencia entre las prevalencias de una enfermedad entre dos poblaciones
puede ser atribuible total o parcialmente a un problema de confusion por edad.
Para que tales prevalencias sean comparables se precisa ajustarlas a una misma
distribucién de edades. Tal distribucion corresponderia a la de una poblacién
ideal consistente en un promedio de un amplio nimero de poblaciones. La
siguiente tabla corresponde a la poblacion mundial propuesta por la OMS. Uti-
lizando los datos de la tabla la tabla 5, obtener la tasa de DM ajustadas por la
poblacién OMS.

TABLA 9. Distribucion de edades correspondiente a la poblacion
ideal OMS

Grupo de edad 30-39 40-49 50-59 60-69 > 70

%o 29,96 25,64 20,14 13.,56 10,70

Seshadri et al (1995) llevaron a efecto un metandlisis en el que se incluyeron
ocho estudios de caso-control, siendo el objetivo comin analizar la asociacién
entre el alelo 4 de la apolipoproteina E' y la enfermedad de Alzheimer (AD). El
estudio concluy6 que en los pacientes con AD, la presencia del alelo €4 era del
56%, mientras que en los controles era del 24%. Los autores estimaron que en

la poblaciéon general, la probabilidad de desarrollar la AD a los 65 afos es del
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15%. Hallar el riesgo relativo de padecer la AD segiin presencia o no del alelo
e4.

En una cierta poblacién y para un determinado gen con alelos {A,a}, las fre-
cuencia de los genotipos AA, Aa'y aa son p, q y r respectivamente (p+q+r =1

). Supongamos que se aparean dos individuos de esta poblacion.

1. Si un sujeto de la siguiente generacién es Aa, jcudl es la probabilidad de

que proceda del apareamiento (AA, Aa)?

2. Si un sujeto tiene genotipo Aa, ;cudl es la probabilidad de que un hermano

suyo sea también Aa?
3. Probabilidad de que dos hermanos tengan el mismo genotipo.

Sea a un gen recesivo ligado al sexo, y supongamos que hay un problema de
seleccion que imposibilita el apareamiento de hombres a. Si los genotipos AA,
Aa y aa aparecen entre las mujeres con frecuencias p, ¢ y r respectivamente,

demuéstrese que, para los descendientes femeninos de la primera generacion,
p=p+a/2,q=q2+ryr =0.

Una mujer tiene una rara anomalia de los parpados llamada ptosis, lo que
le hace imposible abrir los ojos por completo. La causa se ha encontrado en
un solo gen dominante. El padre de la mujer tenia ptosis, pero su madre

tenia los parpados normales. La madre de su padre tenia los parpados normales.

1. ;Cuéles son los posibles genotipos de la mujer, de su padre y de su madre?

2. ;Cual es la probabilidad de que sus hijos tengan ptosis si ésta se casa con

un hombre con los parpados normales?

En la sangre humana hay dos alelos S y s y tres fenotipos distintos que pueden
ser identificados por medio de los reactivos adecuados. En un estudio realizado
en Gran Bretana sobre 1000 personas se encontré que 99 eran SS, 418 Ss y
483 ss. Calcular la frecuencia de S y s. ;jHay alguna razén para rechazar la

hipotesis de equilibrio de Hardy-Weinberg en esta poblacién?

Tomlinson et al (2007) analizaron la asociacion del polimorfismo de tnico

nucleétido 8q24.21 con el riesgo de céncer colorrectal. Encontraron que en
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una muestra de 1027 sujetos, las frecuencias de los correspondientes genotipos
fueron 352, 486 y 189. ;Como es la distribucién de los genotipos en la siguiente

generacion?

En las poblaciones humanas, uno de cada 10000 nifios es albino. Calcular
la frecuencia aproximada del alelo que produce el albinismo sabiendo que es

autosémico recesivo.

1. ;Qué proporcién de individuos portadores se encuentran entre los no

albinos?

2. ;Cudl es la probabilidad de que matrimonios entre individuos normales

produzcan individuos albinos?

Se disend un test diagnostico para la candidiasis invasiva en pacientes criticos.
De un total de 115 pacientes, 31 tenian la candidiasis. Cuando se aplico la
prueba diagnostica se obtuvieron 66 resultados positivos al test, de los cuales,

28 tenian realmente la candidiasis. Evaluar la prueba diagnostica.

Guay et al (2003) realizaron un estudio para evaluar el valor pronéstico de la
tomografia por emisién de positrones (PET) para la recidiva de la enfermedad
de Hodgkin. De los 48 pacientes incluidos en el estudio, 14 presentaron recidiva.
De éstas, 11 fueron detectadas por la PET mientras que en los 34 pacientes que
no recidivaron, 1 resulté ser un falso positivo. Evaluar la prueba diagnéstica

indicando la sensibilidad, especificidad y los valores predictivos.

El antigeno prostético especifico (PSA) se utiliza frecuentemente como prueba
de screening para la deteccién precoz del cancer de préstata. Smith DS et
al llevaron a cabo un estudio en el que se realizd biopsia de prostata a 2411
varones de raza blanca resultando que 580 tenian cancer de préstata. Se realizd
asimismo la determinacién del PSA y se consideré de riesgo cuando su valor
fue superior a 4 ng/ml. Superaron este umbral 1298 sujetos de los cuales 443

tenian realmente cdncer de prostata. Evaluar la prueba diagnoéstica.

El diagnéstico de la candidiasis invasiva (CI) desde la perspectiva del paciente

y para optimizar la terapia antifingica en la unidad de cuidados intensivos es
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un problema de notable interés. Un marcador utilizado frecuentemente para
obtener un diagndstico precoz es el  — Glucano. Diversos trabajos han pro-
puesto que un paciente se considere positivo para la CI cuando se obtengan dos
determinaciones consecutivas del §— Glucano superiores a 80 pg/ml. Tomando
el microcultivo como gold-estindar para la CI, Leén et al (2016) obtuvieron pa-
ra el test diagnostico una sensibilidad del 76.7% y una especificidad del 57.2%.
Obtener los valores preditivo positivo y predictivo negativo para una poblacién

en la que la prevalencia de CI sea del 13%.

24. El cancer de higado es el sexto cancer mas comun y la tercera causa principal de
muerte relacionada con el cancer en todo el mundo. El carcinoma hepatocelular
(HCC), que representa entre el 70% y 85% de todos los casos de cancer de higado,
se diagnostica frecuentemente en estadios avanzados y por tanto se asocia con
un pronoéstico precario, siendo la tasa de supervivencia general a los cinco anos
de menos de 15%. La alfafetoproteina (AFP) es el marcador sérico més utilizado
para el cribado y el diagnostico inicial de HCC entre personas con enfermedad
hepética. Su sensibilidad para un valor de corte de 20 ng/mls es del 57,7% siendo
la correspondiente especificidad del 85,2%. Calcular sus valores predictivos en

una poblacion de personas con enfermedad hepatica en la que la prevalencia de
HCC es del 20%.
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